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PREFACIO A LA SEGUNDA EDICION

La edicién presente difiere de la primera (1955). Se
han introducido modificaciones en casi todas las secciones
del libro. Estas modificaciones son de carfcter diverso:
En unos casos se han mejorado las demosiraciones, en
otros, se ha cambiade el orden de exposicién y, en los
dem4s, se ha completado ésta con ejemplos y dibujos
aclaratorios,

En el libro se exponen con suficiente detalle los temas
fundamentales del curso correspondiente al programa
de las Facuoltades de Fisica y Matemdticas. Los temas
que rebasan los margenes del programa son desarrollados,
como rtegla, en forma desecriptiva.

El autor

PREFACIO A LA TERCERA EDICION

La edicién presente difiere de la anterior (1956) en
que coniiene ciertos perfeccionamientos de una serio de
demostraciones. De modo substancial ha sido modificada
unicamente la exposicién del tema sobre la envolvente
de una familia monoparamétrica de curvas y de super-
ficies.

El autor
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INTRODUCCION

La Geometria diferencial es la rama de las Matem4-
ticas que estudia, aplicando métodos del andlisis infi-
nitesimal, imigenes geométricas, curvas y superficies,
en primer lugar, y también familias de curvas y super-
ficies. Un rasgo caracteristico de la Geometria diferencial
es quo se ocupa ante todo de las propiedades «localesy
de las curvas y superficies, o sea, de las propiedades de
pedazos de curvas y superficies Lan pequefios como se
quiera.

La Geomeltria diferencial surgidé y se desarrolld estre-
chamente ligada al andlisis que, a su vez, nacié en gran
medida de problemas geométricos. Muchos conceptos
geométricos precedieron los conceptos respeclivos del
anélisis. Por ejemplo, el concepto de tangente precedid
al de derivada y los conceptos de drea y volumen, al de
integral.

Tl surgimienlo de la Geometria diferencial se remonta
a la primera mitad del siglo XVII! ligandose a los nom-
bres de L. Euler y G. Monge. La primera exposicidn
sindptica de la teoria de superficies pertenece a Monge
(¢Aplicacién del Andlisis a la Geometriar, 1795).

En 1827 Gauss publicd su obra «Dstudio general
sobre superficies curvas» que sentd las bases de la teoria
de superficies en su forma actual. Desde entonces la
Geometria diferencial deja de ser una simple aplicacién
del anflisis y pasa a ocupar un lugar independiente en
las Matomaticas.

El desenbrimiento de la Geomotria no euclidiana que
se debe a N. I. Lobachevski influyd enormemente en el
desarrollo de toda la Geomelria incluida la diferencial.
Asi, con su conferencia «Sobre las hipotesis en lns que so
funda la Geometrias. diclada en 1854, G. F. B. Ricmann
senlé las bases de la llamada Geometrin de Riemann que,
aplicada al caso de variedades multidimensionales, ocupa
la misma posicion respecto a la geometria del espacio
euclideo de n dimensiones quo la geometria interior de
una superficie arbitraria respecto a la geomelria enclidea
del plano.
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12 INTRODUCCION

E] punto de vista tebrico-cenjuntista de F. Klein,
expueslo en su programa de Erlangen (1872), fue desarro-
llado en la Geometria diferencial por E. Cartan que ela-
bor6 la teoria de espacios de conexién proyectiva y afin.

En Rusia la escuela de Geometria diferencial fue
creada por F. Minding y K. M. Petersén que dedicaron
sus investigaciones fundamentales a la teoria de dobla-
miento de superficies. Estas investigaciones fuercn con-
tinvadas en los trabajos de muchos geémetras rusos y
soviéticos,

El presente libro se basa en las conferencias de Geome-
tria diferencial que el autor dicté en la Facultad de Fisica
y Matemética de la Universidad de Jarkov. El autor se
propuso exponer rigurosamente los fundamentos de la
Geometria diferencial y sus métodos tipicos de investi-
gacidén sin alterar considerablemente las tradiciones exis-
tentes. Muchas cuestiones coneretas de Geometiria dife-
rencial aparecen en forma de ejercicios y problemas y la
solucién de éstos es una condicién indispensable de la
preparacion de los estudiantes gedmetras.
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PRIMERA PARTE

Teoria de curvas

CAPITULO I
CONCEPTO DE CURVA

La curva es.uno de los objetos Tundamentales de la
Geometria diferencial. En este capitulo el concepto de
curva es aclarado en la medida en que lo requiere la
exposicidon sucesiva,

§ 1. Curva elemental.
Curva simple. Curva general

Antepondremos a la definicién del concepto de curva
alguna informacién sobre las aplicaciones de un conjunto
arbitrario de puntos en el espacio.

Sea M un conjunto cualquiera de puntos del espacio.
Se dice que se tiene una aplicacidn f del conjunto M
en el espacio si a cada punto X del conjunto M se le
hace corresponder un punto f (X) del espacio. El punto
f (X) del espacio se denomina imagen del punto X. El
conjunto de puntos f (M) formado por las imigenes de
todos Jos puntos del conjunto M, se denomiua imagen
del conjunto M.

Una aplicacién f del conjunto M se llama inyectiva
si son diferentes las imigenes de distintos puntos. Sea f
una aplicacién inyectiva. De un modo natural queda
definida entonces la aplicacién f~' del conjunto f{M)
que asocia al punto f{X) el punto X, Esta aplicacién
¢ denomina inversa de f.

Una aplicacidn f de un conjunto M se llama continua
si cualesquiera gue sean el punto X de M y el niimero
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14 CONCEPTO DE CURVA [Cap. I

¢ >0, exisie un nlimero § >0 tal que para todo punte ¥
de M la distancia entre los puntos f(Y) ¥y f(X) sera
menor gue & siempre que la distancia entre ¥ y X sea
menor que 8§,

Sea f una aplicacién inyectiva y continua de M. Si
la aplieacién 7' del conjunto f () también es continua,
se dice que f es una aplicacién topoldgica. Siendo f una
aplicacién topolégica, suele decirse que el conjunto M
Y su imagen f (M) son homeomorfos o lopologicamente
equivalentes.

Definamos 1a curva clemental.

Un conjunto y de puntos del espacio se lamaré curva
elemental si es la imagen obtenida en el espacio por una
aplicacién topolbgica de un segmento abierio de la recta,

Sea y una curva clemental v sea @ <<t < b el sog-
mento del que se obtiene por la aplicacién f la curva.
Sean f, (1) fs (f) ¥ fs (2) las coordenadas del punto de la
curva correspondiente al punto ¢ del segmento. El sistema
de igualdades

se denomina ecuaciones de la curva y en forma paramé-
trica.

Un conjunto ¢ de punios del espacio se llama abierto
si para todo punto X de este conjunto se puede indicar
un nimero ¢ >0 tal que todes los puntos del espacio
distanciados de X en menos de & también portenecen a
G. Es obvio que el conjunto formado por cualquier colec-
cion de conjuntos abiertos sevd abicrto.

Se llams entorrio de un punto X del espacio cualquier
c¢onjunto abierto que contiene este punto.

Un conjunto M de puntos del espacio se lama conexo
si no existen dos conjuntos abiertos ¢’ y 6” que dividen
el conjunto M en dos partes M’ y M" de modo que una
pertenezca sélo a G' y la otra, s6lo a G".

Definamos ahora la curva simple,

Un conjunto y de puntos del espacio se llamara curva
simple si este conjunto es conexo y si para todo punto X
del mismo existe un entorno tal que la parte de ¥ com-
prendida en él constituye una curva elemental.
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§ 1] CUNVAS ELEMENTAL, SIMPLE Y GENERAL 15

Fig. 1

La estructura «globaly de una curva simple se aclara
en el teorema siguienle.

La imagen obtenida en el espacio por una aplicacidn
lopoldgica de un segmento abierto o de una circunferencia
es una curva simple.

Reciprocamente, cualquier curva simple es la imagen
obienida en el espacio por una aplicacién topoligica de un
segmento abierto o de una circunferencia. Brevemente esto
se enuncia asi: una curva simple es homeomorfa con un
segmenio abierto o una circunferencia.

No daremos la demosiracién de este teorema. Notemos
s6lo que la curva simple se caracteriza plenamente por la
propiedad, indicada en este teorema, de ser homeomorfa
con un segmento abierto o una circunferencia; por con-
siguiente, puede ser definida mediante esta propiedad.

Una curva simple homeomorfa con una eircunferencia
se denomina cerrada.

Se Jlama entorno de un punte X de una curva simple y
la parte comin de la curva 9 y de un entorno espacial
del punto X. Segtin la definicién, tode punto de una curva
simple posee un entorno que constituye una curva ele-
mental, En lp sucesivo, al referirnos a un entorno de
un punte de una curva, sobrentenderemos siempre un
entorno elemental de este tipo (fig. 1).
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16 CONCEFTO DE CURVA [Cap. I

1 \-" 4

Fig. 2

Supongamos que la curva simple ¥ es la imagen obteni-
da por la aplicacién topolégica f del segmento abierto
o la circunferencia g. Sea X un punto arbitrario de g
y sea ® un entorno cualquiera de éste, Entonces la ima-
gen de w obtenida por la aplicacién f es un enlorno del
punto ¥ (X) en la curva p. Reciprocamente, cualquier
entorno del punto f(X) puede oblenerse de este modo.

Una aplicacién / de un conjunte M on el espacio se
denomina localmente topolégica si para todo punto de
este conjunto existe un entorno en el que la aplicacion f
es topoldgica.

Un conjunto y de puntos del espacio se denominard
curva general si este conjunto es la imagen obtenida por
una aplicacién localmente topolbgica de una curva
simple en el espacio.

Diremos que la aplicacién f, de una curva simple ¥,
v la aplicacién f, de una curva simple y, determinan
una misma curva general y, si entre los puntos de las
curvas v, ¥ Yy, puede establecerse una correspondencia
topolbgica tal que coincidan en la curva y las imégenes
de los: puntos correspondientes de estas curvas.

Con el fin de explicar la segunda parte de esta defini-
cién veamos un ejemplo. En la fig. 2 aparece una curva
general. Puede interpretarse como la imagen de una cir-
cunferencia obtenida por una aplicacién localmente
topolbgica siguiendo dos procedimientos distintos que,
desde el ‘punto de vista de la definicién dada, conducen
a diferentes curvas y gue se pueden evidenciar de la
forma siguiente.
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§ 7 GURVA REGULAR L17

Supongemos que el punto se desplaza segin la circun-
ferencia, Entonces su imagen se desliza segin la curva,
con la particularidad de que el punto imagen, al recorrer
la curyva, puede tomar sucesivamente las posiciones 1, 2,
3, 4, 2, 5, pero también puede recorrer la curva en el
orden 1, 2, 4, 3, 2, 5. Las aplicaciones ¢orrespondientes
a estos recorridos determinan diferentes curvas generales
aun cuando éstas coincidan en tanto gue conjuntos pun-
tuales,

Supongamos que la curva general ¥ es la imagen
obtenida por la aplicacién localmente topolégica f de la
curva simple y en el espacio. Denominaremos entorno
del punto f(X) en la curva y la imagen de cualquier
entorno del punto X en la curva 7 obtenida por la aplics-
cion f. Puesto que la aplicacién f es topolégica en un
entorno suficienlemente pequefioc del punto X, resulta
que j (X) posee en ¥ un entorno que constituye una curva
elemental.

De este modo, el estudio local de cualquier curva puede
ser reducidoe a la consideracién de una curva elemental,

§ 2. Curva regular.
Modos de representacién analitica de una eurva

Una curva y se lamard regular (k veces diferenciable)
si para todo punto de esta clirva existe un entorno que
admite una parametrizacién regular, o sea, puede ser
representado por unas ecuaciones en forma paramétrica

$=f1 (.t)r =.f2 (i)! z =3 (i},

donde f;, fo ¥ fs son funciones regulares (k veces conti-
nuamente diferenciables). Siendo %k = 1, la curva se
denomina suave,

Una curva se llama analitica si admite una parame-
trizacién analitica (f,, f, ¥ f; son funciones analiticas)
en un entorno suficientemente pequefio de cada uno de
sus puntos.

En lo sucesivo consideraremos exclusivamente curvas
regulares.

Segiin hemos visto en el pardgrafo anterior, Loda curva
puede ser representada, en un entorno de cada punto,
2—0209
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14 CONCEPTQ DE CURVA [Can. 1§

por ccuaciones en forma paramétrica
c=a(), y=y{) z2=z()
donde z {t), ¥ (1) v 2 (f) son unag funciones definidas en

un intervalo @ <t <<b.
De modo natural se plantea la cuestidn:geuindo el

sistema de igualdades
z=z(), y=y@). z2=2z{() (a <t <b)
delermina una curva regular, o sea, cuindo estas igual-

dades pueden considerarse como ecuaciones de una curva?
En muchos casos la respuesta se obtiene del. teorema

signiente.
Teorema. Si z (1), y {t) y z (1) son unas funciones regu-

lares que cumplen la condicién
)+t )22 () =>0 (e<<i<Th),

enionces el sistema de igualdades

s=z(t), y=y) 2=5() (e<t<b)
representa las ecuaciones de una curva . Esta curva es la
imagen del segmenio a <t <Cb que se obtiene por la

aplicacion localmente topoldgica que asocia al punlo i
del segmento el punto del espacio con las coordenadas z (t),

y () vz (), L
Aqui s6lo debe demostrarse la afirmacién de que la
aplicacion indicada es localmente inyectiva. Demostre-

mos esta proposieion.
Si es falsa, existe un {, en cuyo entorno, por pequefio

que sea, se pueden sefialar & y 2, (4 7= t,) tales que

z () — & (ty) =0, y (t;) — y (ta) =0,
z(t) = 2 (ts) = 0.

Segtn el teorema del valor medio, de agqui obtenemos
z' (01) =0, y (&)= 0, ¢ (ﬁﬂ) =0,

donde 9,, ¥, ¥ ¥ estdn comprendidos entre ¢, y ¢,. Puesto

que #; ¥ {; son tan préximes & f, como se quiera, de la
continuidad de lag funciones z' (t), ¥ (£} y 2’ (¢) resulta

z' (-'fll) =0, ¥y () =0, 2’ (t) =0
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§ z] CURVA REGULAR 19

¥, por consiguiente,
2" (to} -+ (to) + 32 (o) =

Llegamos & una contradiccién. Hemos demostrado la
proposicién.

Con una seleccion adecuada de los ejes de coordenadas
2%, y ¥ 2z, algunas curvas admiten la parametrizacién

z=t y=g(t), z=9(1) (a<<t<b)

y=0¢(), z=v@ (@<z<b)

que viene a ser lo mismo. En muchos casos esta para-
metgizacion resulta especialmente coémoda. En relacidn
con esto surge la cuestiém: ¢ cudndo admite una curva,
al menos ¢localmente», semejante parametrizacion? La
respuesta aparece en el teorema siguiente.

Teorema. Sea y una curva regular y sea

$=f1(f), y=f2(£)s 5—_“fa(f) (ﬂ <t' <b)

una parametrizacion regular de esta curva en un entorno del
punto (xg, Yo 2p) correspondiente a i = t,. Supongamos
que f; (¢) 7= 0 en este punto. Enlonces, en un entorno sufi-
cientemente pequefio del punto iy, la curva y puede definirse
por las ecuaciones

y=¢ (), z=14@)
donde @ y ' son furwiones regulares de x.
Efectivamente, segin el teorema de las funciones

implicitas, existe una funcién regular % (1:) que es ignal
a t, para z = x, y que satisface la ecuacion

z = f (% (=)

para todo z proximo a z,. Derivando esta identidad
y tomando & = z,, enconiramos 1 = f| (£) % (x), de
donde ' () = 0, De modo que la funcién % (z) es mond-
tona en un entorno de z, y, por consiguiente, siendo &
suficientemente pequefio, la aplicacién del segmento
x, — 0 <<a <<x,+ O en el eje ¢, determinada por la
igualdad ¢ = g (z), seria topoldgica.

De aqui resulta que el entorno % (z, — 8) <<i <
<< % (xp + 8) de la curva y puede definirse mediante las

7
8‘

o]
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20 CONCEPTO DE CURVA {Cap. I

ecuaciones
Y=l (1@ z2=/Ffx@)
(@ — 0 <<z <<z + 6).

Hemos demosirado el teorema.

Consideremos ahora la representacién implicita de la
curva limitindonos primero, para simplificar, a curvas
planas.

Una curva se denomina plana si todos sus puntos per-
tenecen a un plano. Aceptaremos que éste es el plano zy.

Diremos que una curva plana viene definida por la
ecuacion)

g (z, y) =0,

entendiendo con ello excluzivamente que las coordenadas
de los puntos de la curva satisfacen esta ecuacién. Pero
pueden existir puntos del plano que satisfagan esta ecua-
cién y no perteuszcan a la curva y también puede suceder
que el conjunto de todos los puntos del plano que satis-
fagan la ecuacién @ (z, y) = 0 no constituya siquiera
una curva en el sentido de la definicién dada en el pari-
grafo anterior.

El teorema siguiente desempefia un papel importante
con relacidn a las curvas definidas por ecuaciones en forma
implicita,

Teorema. Sea g (x, y)una funcién regular de las varia-
bles x e y. Sea M el conjunto de los puntos del plano xy
que sotisfacen la ecuacion

¢z, y) =0

Y sea (x4, Yo) un punto de este conjunto en el que gx -+
+ @) 5= 0. Entonces el punio (z,, y;) posee un eniorno
tal que todos los punios del conjunio M pertenecienies a él
forman une curva elemental regular.

Demostracion: Supongamos, para concretar, que en el
punto (xy, y,) es.¢, 5= 0. Segiln el teorema de las funcio-
nes implicitas, existen unos nimeros § y e, mayores que
cero, y una funcidn regular 1y (z), definida en el intervalo
Ty — 0 <<z <<z} 8, tales que todos los |puntos
(z, P (2)), 2, -—% <z <<z, + O, satisfacen la ecuacién
¢ (z, ¥) = 0 y, ademaés, con estos puntos se agotan todos
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§ 9] PUNTOE SINGULARES 2

los puntos del rectdngulo z, — 8 <<z <<z, + 8, yy —
— g <Y <Y, -+ e que satisfacen la ecuacién ¢ (z, y) =
= 0. La curva elemental de la que trata el teorema viene
definida por la ecnacifén

P=b@ (m— b <z <z 8).

Hemos demostrado el teorema.

El teorema correspondiente a las curvas espaciales
consiste”en lo siguiente.

Teorema. Sean o(z, ¥, 2) y VP (x, U, 2} funciones
regulares de las variables x, y y 2. Sea M el conjunio de
los punitos del espacio que satisfacen las ecuaciones

plz, y,2Y=0 y v(z, ¥ 2 =0

v sea (2, Yo. Zo) un punto de esie conjunto en el cual es
igual a dos el range de la matriz

([Px Py mz)

P Wy e )

Entonces el punto (z,, Yo, 2Zq) posee un entorno tal que todos
los punios del confunto M pertenecientes a este entorno
constituyyen wuna curva elemenial regular.

La demostracién de este teoremn también se basa en
la aplicacién del teorema de las funciones implicitas y no
difiere, en esencia, de la demostracion del teorema corres-
pondiente a las curvas planas.

§ 3. Puntos singulares
de curvas regulares planas

Sea y una curva regular plana y sea P un punto de
la misma. El punto P de la curva y se denomina punto
regular rospecto al grado dado de regularidad k% si en un
entorno de este punto la curva admite una parametriza-
cién % veces diferenciable

z=z(), y=y

que en el punto P satisface la condicién z'* 4 y'? == 0.
Si no existe tal parametrizacion, so dice que P es un
punto singular.
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Efjemplo. El punto t = 0 de la curva
z=8 y=1 (1<t <+1)
es regular rospecto a las parametrizaciones dos veces

diferenciables ya que la curva admite vna representacién
equivalente

i

r=1, y=F|tP(—=1<<t<<T1).
Sin embargo, més adelante veremos que el punto £ =0
ez singular respecto a las parametrizaciones analiticas.

En este pardgrafo analizaremos detalladamente el
problema sobre los puntos singulares de curvas analiticas
planas vespecto a parametrizaciones analiticas.

Lema. Sean y una curva analitica y O un punfo de la
misma. Entonces, escogiendo convenientemenle los efes
de coordenadas, la curva puede parametrizarse de modo que
sus ecuaciones en un entorno del punto O sean de la forma

=™,
y= b]f-m' - bgt’“ﬁ—]- I (1] ‘.,(__ iy,

Demostracién., Tomemos el punto O como origen de
coordenadas. Sea
T=os™ faastzt L.,
v =Bt
una parametrizacién analitica de la curva. Sin perder
generalidad podemos aceptar que al punto O le corres-
pende el valor del pardmetro s = 0. Podemos aceptar
también que n, <Im,. (S8i n, >m,, podemos cambiar
de lugar x e y.)
Introduzcamos un pardmetro nuevo ¢ ligado a s me-
diante la igualdad y

. sﬂ.l__ ehZlL T
e (_L_Lé“f;;lTL_) .
Escogido el pardmetro de este modo, las ecuaciones de la
curva y en un entorno del punte O toman la forma
x':a'_l'.:“i!
y=bim4-bgmz 4 ...,
que es lo que se queria demostrar,
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Teorema. Supongamos que en un entorno del punto 0
una curva analitica viene dada por las ecuaciones

x = ayiM,
y=Dbtm 4 bypmaA- .., Ry

Entonces, para que el punto O sea un punto singular de la
curva es necesario y suficiente que al menos uno de los my
no sea divisible por nj.

Demostracién. Necesidad. Observemos, en primer lugar,
que n; y todos los my no pueden ser pares ya que enton-
ces, por pequefio gue sea ¢, se tendria z (f) = z(—1) e
y (i) = y (—1), o sea, quedarfa infringida la inyectividad
de la aplicacién en un entorno tan nequefio como se
quiera del punto ¢ =0,

_Supongamos que todos los my son multiplos de n,
(n, es obviamente impar). Introduzcamos en lugar de ¢t
el pardmetro s = {™. Entonces las ecuaciones de la
curva en un entorno del punto O tomarin la forma

&L= 148,
y=hstt - bosh2 4 ...

Es evidente que el punto O -correspondiente al
valor s == 0 del pardmetro resulta un punte regular de la
curva.

Suficiencia. Supongamos que al menos uno de los m,
no os divisible por n,. Demostremos que O es un punto
singular. Si el punto O es regular, la curva admite en
un entorno del mismo una parametrizacién z = f, (0),
¥ = f, (6), siendo f, ¥ f, unas funciones analiticas que,
para el valor o = g, correspondiente al punto O cum-
plen la condicién 7* + f;* 5= 0.

Puesto  que  f, (@) (fy (D) =y (1) (= () ! e
y (1) (z (1)) tiende a un limite finito ignal a f, (ge) X
X {fi (o))"t cuando ¢— 0, resulta que fis=0 en el
punto Oy, por consiguiente, nuestra curva puede ser defi-
nida, segfin el teorema del parigrafo anterior, mediante
la ecuacién

y = (@) =cx - ex® .,
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)

Fig. 3

donde ¢ (z) es una funcién analitica de z. Introduciendo
==z () o y =yt en esta ecuacién, obtenemos la
identidad

Bitmt byt L. = cga, it cpadtM A

De aqui resulta que todos los my son miltiples de n,.
Llegamos a una contradiceién. Hemos demostrado comple-
tamente el teorema.

Observacién, Si el punto O es singular siendo n, y m,
pares, se denomina punio de retroceso de segunda especie.
En un entorno de este punto la curva tiene la forma
indicada en la fig. 3, a.

Si ol punto O es singular, m, no es divisible por n,
y, ademds, n, es par y m, es impar, se dice que O es un
punto de retroceso de primera especie. La forma de la curva
en un entorno de semejante punto singular se indica en

Ia fig. 3,5,
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Para probar que un punto de una curva es singular,
existe un criterio suficiente sencillo que ofrece el teorema
giguiente.

Teorema. Supongamos que en un entorno del punto O
la curva analitica v viene definida por las ecuaciones.

z=z(t), y=yl),

donde z (t} e y (¢} son funciones analiticas del pardmeiro t.
Supongamos que las primeras derivadas distintas de cero
de las funciones z {t) e y (t) son de orden n, y my, respecti-
vamente, siendo n, <.m,.

Entonces el punto O serd singular si my no es divisible
por ny, con la particularidad de que O seré un punio de
retroceso de segunda especie si ny y m, son ambos pares,
y serd un punto de retroceso de primera especie si ny es par
¥y m, es impar.

Este teorema se deduce directamente del anterior.

Para terminar, consideremos el problema de los pun-
tos singulares de curvas analiticas planas definidas
implicitamente.

Sea y una curva analitica plana definida por la ecua-
cién

oy =0

donde ¢ (z, y) es una funeci6én analitica de las variables
z e Y.
Si @i + 9} =0 en al punto O (z,, y,) de la curva v,
este punto de la curva es regular como quedé demostrade
en el § 2. De este modo s6lo pueden ser singulares aquellos
puntos de la curva en los cuales p, = @, = 0.
Sin perder generalidad, podemos aceptar que el punto

O es el origen de coordenadas. En un entorno del punto ¢
Ia curva vy admite una parametrizacién de tipo

'z-: a’ttnl?

y=bt™ bt .
podemos aceptar que ny << m, ya que de lo contrario
podriamos cambiar los ejes z e y. Para determinar si O
es un punto singular de la curva y para revelar el cardc-
ter de la singularidad en este punto, basta conocer los
exponents ny, my, ms...
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Para hallar estos exponentes, Tecurriremos a la iden-

tidad
g ), y)=0.

Supongamos que el desarrollo de la funcibn ¢ (x, y)
en serie de potencias de z e y comienza con los términos
de segundo grado

P (%, ¥) = a2+ 2052y 4 agay®+ ...
Distinguiremos tres casos:
1 ﬂ-zoaog e a?l - 0.
2. ayyltge— af, <<0.
8. agtg—al, =0.

Realizando vn giro de los ejes de coordenadas, se
puede lograr que en el desarrollo de la funcién ¢ (=, y)
en serie de potencias desaparezca el término que con-
tiene my.

Introduciendo z () e y (¢) en el desarrollo de la fun-
¢ién @ (z, y), obtenemos una identidad respecto a f.
Si n, <<m,, el menor grado de £, igual & 2n,, lo tendrad
s6lo un término: a,,ait?™. De aqui resulta @,y = 0, lo
cual es imposible en el primer y segundo casos. Resta
aceptar que n, = m,. Entonces, en los dos primeros casos
la potoncia inferior corresponde a los términos a,,a3*™
¥ 84,b2t%™. En el primer caso esto tampoco puede suceder
YA que age ¥ gy Son del mismo signo y de la identidad
so deduce que @,,a% + @gbi = 0

De este modo no existe en el primer caso una curva
analitica que satisfaga la ecuacién ¢ (z, ¥) =0 y qe
contenga el punto 0. En este caso, en un entorno sufi-
cientemente pequefio del punto O, no existe ninghn
punto, distinto de O, que verifique la ecuacion g (z, y) =
= (), Si 1a curva se define como ¢l lugar geométrico do los
puntos que satisfacen la ecuacién @ (z, y) = 0, este
punto se denomina punto singular aislado.

Ejemplo. El lugar geométrico de los puntos que satis-
facen la ecuacién

(#Z+ )z —1=0
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Fig. 4

consta de la recta z = 1 y del punto (0, 0) que es un
punto aislado de este lugar geométrico.

En el tercer caso podemos aceptar que a,, = 0 ya que
ayety; = 0. El desarrollo de la funcion g (z, y) tiens
la forma

T (x, ¥) = apy® + a4 ...

Supongamos que ay, = 0. En el caso general esto corres-
pende a gue las formas

Tz = tgge® +2a,2Y + ooy ¥ Py = @+ ... A dgeyt

no poseen divisores comunes.

Introduciendo z (f) e ¥ (¢) en el desarrolio do la fun-
cién ¢ {z, y). observamos que los términos de potencia
inferior de ¢ son g, b{"™ ¥ az,a¥*™. De aqui resulta que
2my = 3ny, 0 sea, m, no es divisible por n,. Por consi-
guiente, el punio O es un punto singular de la curva.

Si e acepta que m, ¥y n, son ambos pares, resultan
pares todos los m, pues se expresan homogénea y lineal-
mente en términos de my y n,. Pero anteriormente se ha
sefiaJado que n, y todos los m, no pueden ser pares. Por
esto, s6lo n, es par. Ello significa que el punto singular O
es un punto de retroceso de primera especie.

Ejemplo. Para la paribola semicitbica y? — 23 = 0
el origen de coordenadas cs un punto de retroceso de
primera especie (fig. 4),
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Fig. 5

Consideremos, finalmente, el segundo caso. En este
caso la funcién @ (z, y) puede representarse en la forma

¢ (z, y) = Az* -+ 2Bzy + Cy?,

donde A, B y C son funciones analiticas de z e y que
en el puato O valen a,q, 0 ¥ @,,, respectivamente, y que,
por ende, satisfacen en una proximidad de este punto la
desigualdad AC — B? <<0. Por eso, en un entorno
pequefio del punto O se tiene

9@ ¥) =C— 2k (= v) y — 25 (& M)
donde &, y E, son lag raices de la ecuacién de segundo
grado

A 4 2Bt + CE* = 0.

Es decir, en el segundo caso el lugar geométrico de los
puntos que satisfacen la ecuacién @ (z, y) = 0 en un
entorno del punto O, consta de des curvas analiticas
y—zb (2, ) =0ey—at;(z ) =0y el punte O
es un punto regular de ambas ya que

2 (y—ak (v, ¥) |, = — & (0, ) 0.

Sin embargo, si la curva se define como el lugar geo-
métrico de los puntos que satisfacen la ecuacidén

9z p) =0,
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también en este caso el punto O se considera singular
y se denominafpuntc miitiple.

' . Ejemplo. El lugar geométrico de los puntos que satis-
facen la ecuacién

(@ + ¥ — 2 (@ — ) = 0
(lemniscata de Bernoulli, fig. 5) consta en un entorne

del punto multiple (0, 0) de dos curvas analiticas ;1:44,
y BB,

§ 4. Asintotas de curvas planas
Sea y una eurva no cerrada y sean

z2=z{), y=y@ (¢ <<t <b)

sus ecuaciones. Se dice que la curva se extiende infinita-
mente por un lado si z* (¢} 4 y® () > oo cuando t —>a
(o cuando ¢-+ &), En cambio, si z* () + y* (f) >
tanto para {~» 2 como para {— b, se dice que la curva
se extiende infinitamente por ambos lados. Es obvio que
la propiedad de una curva de extenderse{ infinitamente
no depende de su parametrizacién.

Supongamos que la curva y se extiende infinilamente;
por ejemplo, sea 2® 4+ y* — oo para ¢ — a. Una recta g
se denomina asintote de la eurva y si la distancia d (¢)
entre el punte de la curva 4 y la reecta g tiende a cero
cuando ¢ — a (fig. 6).

Teorema. Para que una curva y que viene dada por las
écuaciones

z=z(t), y=y{t) (a<<t<b)

U que se extiende infinitamente cuando i — a, tenga una
asintota es necesario y suficiente que:

1. Al menos uno de los cocienies y () (z (t)~" 0 z () X
X (¥ ()" tienda ¢ un limite finito cuando t — a. Supon-~
gamos, para concretar, que y (t) (x ()} — k.

2. La expresidn y (t) — kx (t) tlienda también a un
limite para t — a una vez cumplida la primere condi-
cidn.
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I'ig. &

Si este limite se designa por I, la ecuacién de la asin-
tota serd
y—kx—1=70,
Demostracion. Necesidad. Sea g:
y—kr—1=0
la asintota de la curva 4. La expresién
y (@) —kz () —1

coincide, salvo un factor constante, con la distancia entro
el punto () de la curva y y la recta g. Pero, como g es una
asintota, so tiene

y(t) —kz(t) —1—0 *)
cuando {— a.

Debe ser z () — oo cuando ¢ — a ya que, de lo con-
trario, Ia expresién y (¢) — kz (t) — I no puede permane-
cer acotada para t-—a (z* () -+ y? (t) == o). Pero en-
tonces de (*) resulta

U'(t)_’_k

z {8
y (1) — ka (&) = L.
Hemos demostrado la necesidad.
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LY
0 ) X
=1 T T-J-F =
Fig. 7

Suficiencia. Puesto que para {— g

yit)
z H)

ke y(t)—~ke ()1,
resulta

y () —hx () — 10,
Pero esto significa quo el punto (£) de Ia curva y se acerca
indefinidamente, cuando f--a, a la recta
y—kx—1=0,

que es, por consiguiente, la asintota.
Hemos demostrado el teorema,
Ejemplo. La curva

F=t Y= (—l<<t<<{)

(rama de hipérbola) s¢ extiende infinitamente cuando
t—1 (fig. 7).
Para ¢t — 1 se tiene
z(ﬂ
ym
La curva tiene, por lo tanto, la asintota

z—1=0,

=0 y z@®)—0-y@)~1.
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Consideremos ahora el problema sobre las asintotas
de una curva definida implicitamente por la ecuacién

@z y) =0

Segiin hemos sefialado, la ecuacién @ (z, y) = 0 de-
fine la curva tinicamente en el sentido de que los puntes
de la curva satisfacen la ecuacién ¢ (z, y) = 0 aun cuan-
do con déstos no se agoten, hablando en ftérminos gene-
rales, todos los puntos del plano que cumplen esta con-
dici6n. El problema sobre la determinacién de las asin-
totas de la curva dada por la ecuacién ¢ (z, y) = 0 no
es un problema plenamente definido: es posible indicar
solamente un conjunto de rectas que contiene las asin-
totas.

Nos limitaremos al caso de curvag algebraicas (en el
que ¢ (z, y) es un polinomio respecto a las variables
z ey

Sea (z, y) un punto arbitrario de la asintota y sean

g=z-+Au, y=y+nu

las ecuaciones paramétricas de la asintota. Designemos por
Q (u) el punto de la curva méas proximo al punto (u)
de la asintota. Las coordenadas del punto Q (uz) serin

() =z 4 hu+E(u),
y (1) =y + pu+1(w),

E(w) y nm(u)=-0 cusndo u—r oco.

donde

Indiquemos por @, el conjunto de términos de grado
%k en el polinomio @. Entonces

¢=Pn+ Pptt v +Po
Introduciendo z ==z (u) e ¥ =y (u) en ¢ (z, y) y des-
pejando los términos que contienen u" y u"-!, obtendre-
oS
@ (2 (w), y@)=u"gn (A, W)+u"" {z (@ (A Ph+
+7(0n A I Prat By W} - -

En el segundo miembro de la igualdad no aparecen los
términos de grado infericr a "%
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Puesto que ¢ (z (u), ¥ (w))=0 y, por consiguiente,
% ¢ (z (), y(u)—0 para u— oo,

resulta @, (A, p) = 0.
Anélogamente obtenemos

Z(@n (2 W)3 Y (@ (s Pt Pamy {2y 1) =0.

Puesto que (z, y) es un punto arbitrario de la asin-
tota, esta igualdad es la ecuacidon de la asintota,
Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las asintotas de
la hipérbola
B —3y+ 2P+ z41=0.
Tenemos

Pa (B p) = A% — BAp + 21 = 0.

Para & ¥ p de aqui obtenemos, salvo un factor sin impor-
tancia, dos sistemas de valores A = 1, p =1 y & = 2,
p = 1. Introduciendo estos valores en la férmula dedu-
cida anteriormente, hallomos las asintotas:

—z4+y+1=0 2~ +2=0.

EJERCICIOS PARA EL CAPITULD A

1. El punte M se desplaza en el espacio de niodo que su pro-
yeeeidn gobre el plono zy se mueve uniformemente sobre Ja circun-
ferencia 2* 4- 3* = o® con velocidad angular @ v su proyeccifn
sobre cf eje z se desliza uniformemento con velocidad ¢. La curva
que describe ol punto 3 so denomina hélice simple. Hullac la ecua-
cion paramétrica de la hélice tomando el tiempo ¢ como parimetro
i’ aceptando que en ¢l momento inicial {¢ = U) el punto M tiene
as coordenadas a, 0, 0.

Respuesta. z = a cos wt, y = asom @f, 3= ct.

2, hélice simple (ejercicio 1) s proyecta sobre ol plano =
mediante un haz de rectas paralelas quo forman ol éngulo @ con ¢
ejo 2. Hallar Ja ecuacién de la preyeccion. jPara qué valores de &
la proyeccién tendrd puntos singularos? Aclarar ol caricter de los
puntos singulares.

Ttespuesta. Si el haz de rectas proyectantes es paralelo al plans
Oys, las ecueciones de la proyeccion serin

r=acos f, y=ctlgh -+ asen wt.
La proyeccion tendri puntos singulares si 1gomi?. Los puntos
singulares serin puntos de retroceso de primera especie.
5—-0208
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3. Upa cireunferencin de radio a rueda unilormemente sin
resbalar sobre una recta g con veloeidad v. Hallar la ecuacion de la
curva y que deseribe un punto M ligade fijamento @ Ia erreunieren-
cia, giin qué condiciones la curva ¥y tendrd puntes simgulares?
Aclarar ¢l cardcter de los puntos singulares,

Respuesia. 51 La recta g se toma por el eje = y 81 en el momonto
inicial el punto M se encuentra sobre ¢l eje y por debajo del centro
de la circunfereucia, Jas ccuaciones de la curva y serdn:

vt vt
x=ut—bsan—“—‘ y=a—becos =

donde b os la distancia del punto M al contre de la circunferencia.
La curva y tiene puntes singulares su ol punto A/ so haila sobre la
circunferencia (en este casu la curva y so denumina cicloide). Los
puntos singulares sen pnites do retroccso de primera especic,
4. Demostrar que la curva definida por la ecnaeiion
2 L
(2174 |y |P=u® (astroids

os una curva anabjticn. Hallar sus puotos singulaves, Aclavar ol
cardcter de los puntus singulares.
Respuesta. Lu curva adinite nna parametrizacion analitica
obvia
z=acos’t, y= asen’t

y, por consiguienle, es asalitica. Puntos singulares: (0, a), (0, — ‘I.
(2, ) ¥ (—a, 1), Los puntos singulares son punles de retroceso de
primera_especie.

5, Mallar las ecuaciones de las asintotas de las curvas:

1. & = e sen t,

y=a ( cosi-Intg -2‘—) {tractriz).

2, 27 + y — Bary = O (folium de Descartes).
Hespuesta.
1. z= 0.

2.zt y+a=0

PHOBLEMAS ¥ TEOREMAS PARA EL CAPITULO 1

1, Sea
g=a()y y=y U, z=30) !
alguna parametrizacion de una curva cleraental, Eotonees, cual-
quier oira parametrizacion es de la fovma

x =z (o, (1), y =y (o (1), 2=z (o (V)

donde o (1) es una funcién conlinua estrictamente mondtuna.

2. 3Qué grado de regularidad de la curva definida por la
ecuacién implicita @ (r, y) = 0 puede garantizarse si la funcién
¢ ©s n veces diferenciable y % + E{, == 07 ; Puede tener la curva
un grado de regularidad superior? Dar un ejemplo.
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3. Dar un ejemplo de una curva que ne admite parametriza-

cifm suave de minguna do sus partes.

4. Sea ¢ una curva analitica plana delinida en un entoriio del
unto (g, yg) mediante la ccuacién g (x, ¥} = 0 ,donde ¢ ¢5 una
uncién unayﬁtica. Svpongamos que en el punto (zq, ¥} son iguales

a coro la funcidén ¢ y todas sus derivadas hasta la do orden n — 1.
Demostrar qué, siendo reales y distintas todas las raices del poli-
nomio

i g
Pa= 2 BT
b4l=n

txo, ¥o)'

el punto (xy, yo} es un punto regular de la curva y en ol sentido de
la definiciim del § 2

5. Hallar las condiciones de existoncia (analogas a las obteni-
dasen el § 4 para la curva plana) de una asintota de una curva espa-
cial z = z (f}, y = y (&), z = z () quo se extiende infinitamente
cuando ¢ — a.

Obtener la ecuacién de la asintota,

6. Hallar (por un procedimento anilogo al aplicado en el § 4
para las curvas planas) la ecuacién de las asintotas de una curva
espacial algebraica definida jmplicitamente por las ccuaciones

CP{I, ¥ 3) = U! "P (z, o=
donde ¢ ¥+ son polinomios respecto a x, y ¥ z.

CAPITULO II

ELEMENTOS DE CURVAS
RELACIONADOS CON EL CONCEPTO DE CONTACTO

Sean M y M dos conjuntos do puntos del espacio que
poseen un punto comin O, Sean X un punto arbitrario del
conjunto M, h (X) su distancia al conjuunto M (extremo
inferior de las distancias entre los puntos del eonjunto
M y el punto X) y d(X) ]a distancia del punto X al
punto O.

Diremos que el conjunto M tiene contacto con el con-
junto M en el punto O si el cociente h (X) (d (X))
(o >1) tiende a cero cuando el punto X se aproxima al
punto O tanto como se quiera,

Empleando el concepto de contaclo, se introducen
muchos conceptos para las curvss, Los consideraremos
en este capitulo,

3>
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§ 1. Funeibn vectorial de argumento escalar

En lo que sigue utilizaremos smpliamente los medios
rudimentarios del andlisis vectorial. Con vista a ello,
recordaremos la definiciébn de algunos conceptos.

Sea G un conjunto cualquiera de puntos de una recta,
de un plano o del espacio. Diremos que se ha definido una
funcién vectorial f sobre el conjunto @ si a cada punto X
de este conjunto se hace corresponder un vector f (X).

Para las funciones vectoriales, igual que en el andlisis
para las funciones escalares, se introduce el concepto
de limite. Se dice que f(X) > a cuando X — X, si
|f(X) —a|->0 cuando X - X,

Para las funciones vectoriales tiemen lugar teoremas
referentes al limite andlogos a los teoremas referentes al
limite para las funciones escalares.

Por ejemplo, si f (X) y g (X) son funciones vectoriales
¥ M (X) es una funcidn escalar y si f (X)— a, g (X)— b
y A (X) = m cuendo X — X,, entonces

fX)x9X)—»axb
MX) S (X)>mea,
1 (X)-g (X)~> a0,
F(X) xg(X)—~>a xDb.
La demostracién de estas proposiciones no difiere,
Lablando on términos generales, de la que se da en el ana-

lisis para las funciones escalares. A titulo de ejemplo,
demostremos la 1ltima proposicién. Tenemos

17 (X)X g(X)—axb]=

= | (f (X} — @) X (g (X)—=b)+ (f(X) —e) X b—

— (g (X)) =bxa | < | (X)—a||g(X)—D|+

+ [ f(X)=a || b |+] g(X)—b] |a|.

De aqui se deduce que |f(X) Xg(X)—a X b |~0

cuando Ll‘,l — X,. Pero ello significa que f (X) X g (X)—
- a X 0.

Para las funciones vectoriales se introduce el concepto
de continuidad del mismo modo que para las funciones
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escalares. A saber, la funcién f(X) se denomina continua
en el punto X, si f(X)— f(X,) cuando X — X,.
Sean f(X)y g (X) dos funciones vectoriales continuas
en el punto X, y sea h (X} una funcién escalar continua en
este punto. Entonces, las funciones vectoriales
AMXF(X), FXY£g(X) y £(X)Xg(X),
ast como la funcién escalar f(X)-g (X) son continuas en
el punto X,.
Esta propiedad de la continuidad es un corolario
gimple de las propiedades referentes al limite.
Coneepto de derivada. Sea f () una funcién vectorial
definida en un intervalo. Diremos que la funcién vecto-
rial f tiene derivada en el punto ¢ del segmento si oxiste
el Iimite del cociente

rthsf—@
)

cuando h— 0. La derivada en el punto ¢ se designa por
(0.

ST f(t) v ¢ (&) son funciones vectoriales diferenciables
en el punto t y A (&) es una funcién escalar diferenciable en
este punto, entonces L (D) F (), F (&) 4 g (), F (1) X g (1)
y £ (t) g (t) son funciones diferenciables en el punin t con
la particularidad de que

(MY =N -+ M,
Fxg)=rf+t¢,
Fxgy=Ffxg+rxyg,

(fg) = f'o+ro'.

Estas férmulas de derivacién se obtienen absoluta-
mente del mismo modo gue las correspondientes férmu-
las de derivacién de funciones escalares en el anflisis.

La derivada de la funcién vectorial £’ (z) se denomina
segunda derivada de la funcién f (f) y se designa por f" (t).
Anélogamente se definen la tercera, la cuarta, etc. deri-
vadas.

Toda funcién que tiene derivadas continuas hasta el
orden k-ésimo inclusive en nn sogmento {(a, b) se denomi-
na funcién diferenciable % veces sobre este segmento,
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Sean ;. €., €4 tres vectores no pertenecientes a un
mismo plane. Todo vector 2+ admite una representacion
de forma

r = zey -+ ye, + 265
los niimeros z, ¥ y z se determinan univocamente y se
denominan coordenadas del vector 1+ respecto a la base
€1 P ¥ €4

Sea 7 (1) una funcién vectorial definida en un seg-
mento. Definamos tres funciones esealares z (f), y (¢)
y z (f) mediante la condicién

*rft)=x{t}el+yff)f'g+z{5)f*3-

Entonees, si las funciones z (1), v (#) v z (t) son con-
tinuas o diferenciables. la funcién vectorial » (t) es conti-
nua o diferenciable, respectivamente. Vicerersa, si la funcién
vectorial r (1} es continua o diferenciable, las funciones
z(f), y{t) y z ({) son continuas o diferenciables, respecti-
vamenie.

Para demostear la segunda afirmacién, multiplique-
mos escalarmente la igualdad » () = x (#) e, + y {(# €2}
-z (1) ¢, por un vector e, perpendicular a los vectores e,
y e, Obtendremos x (f) (e €)= (i) e,. De aqui resulta
que la continnidad o la diferenciabilidad de la funci6n
vectorial 2 (#) implica la continuidad o la diferenciabili-
dad, respectivamente, de la funcién z (z). Razonamientos
andlogos son aplicables a las funciones y (£) v z (2).

Para las funciones vectoriales tiene lugar la férmula de
Taylor. A saher, si [ (1) es una funcidn n veces diferenciable,
entonces

FEADY =L+ AL O+ ...+ (fo (1) 4o (2, A,

donde | e (f, At) | > 0 cuando At— (.
En efecto,

f=z@e +y)e, 4 2(t) e,
Pero

T (A =2 () F A O+ ..+ 57 (@™ (e,
Y (E Al =y (O)+ Aty (O ... + 57 ¥ (8) + 23),
3 (b A1) =3 (8) + Az’ ()4 .. + - (2™ (1) + &),

www.FreeLibros.me



§ 1] PUNCION VECTORIAL 29

Multiplicando estas igualdades por €, e, y €4, respectiva-
mente, suméndolas ¥y observando que =™ (f) e, +
+ g™ (@) e, 2™ (1) ey = ™ (£), obtenemos la férmula
de Taylor para la funcién vectorial £ (£).

Para la funcién vectorial el concepio de la integral
en el sentido de Riemann se introduce del mismo modo
absolutamente que para la funcién escalar. La integral
de upa funcién vectorial posee las propiedades corrientes.
A saber, si /(1) es una funeidn vectorial continua en el seg-
mento a <.t b y si @ <<e <<b, enlonces

§ fde= f;"(t} dt + §f(f) dt.

Si m es una constante, entonces
b b

{ mrayae=m S Fl)di.

a1

St  es un vector constante, entonces
b h

jrﬂﬂ&:rjﬁﬂ&
B n
frxraydt—=rx S}“(t‘) du.

Tiene lugar la férmula de derivacion de la integral inde-
finida

%ﬂfma=fuy

Para terminar notemos que Ja definicién paramétrica
de wna curva mediante las occuaciones

T=2Q), y=y@), z2=2z0

equivale a su deflinicién mediante una sola ecuacién
vectorial

rert)=z@) e +y@) eyt z () ey,
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Fig. 8

donde e, e,y ez50n vectores unitarios cuyas direcciones
coinciden con las de los ejes de coordenadas z, ¥ y z.

§ 2. Tangente a una curva

Sean ¢ una curva, P un punto de la misma y g una
recta que pasa por el punto P. Tomemos sobre la curva un
punto @ y designemos por d y h sus distancias hasta el
punto P y la recta g, respectivamente.

Diremos que la recta g es tangenfe a la curva y en

el punto P si %—»0 cuando Q-» P (fig. 8).
Si la curva y tiene tangente en el punto P, la recta PQ
tiende hacia esta tangente cuando Q — P. Reciprocamente,

sl la recia PQ. tiende hacia una recla g cuando Q — P,
esta dltima es la tangente. Para demostrar esta afirmacidn

basta observar que % es el seno del dngulo que forman

las rectas g y PQ.
Teorema: Una curve suave y tiene en tode punto una
tangente y ésia es dnica. Si

r=1r()
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es la ecuacidn vectorial de la curva, la tangente en el pun-
to P, correspondiente al valor t del pardmetro, tiene la direc-
cién del vector ' (t).

Demostracién. Supongamos que la curva y tiene una
tangente g en el punto P, correspondiente al valor
del parametro. Sea ¥ el vector unitario cuya direccién
es la de la recta g, La distancia d entre el punto @, co-
rrespondiente al valor £-+ A? del pardmetro, y el punto P
es igual a | » (¢ At) — 2 (¢) |. La distancia & del pun-
to Q a la tangente es igual a | (» (¢ + At)—2» (1)) X % |.
Seglin la definicién de tangente,

R _ Hr{A—r(th x|
TR A= @] —0 para At—0.
Pero
l r (A —r (1) ><1’
L+ A —r () X At Llroxe
[»@Fag—r@ | r(EFB0—r7 (1) l G
At

De aqui resulta que
r{fHx e=0

Pero esto es posible sélo si el vector = tiene la direccién
del vector 2’ (£). Por lo tanto, si la tangente existe, tiene
la direccién del veetor #” (£) y, por consiguiente, es iiniea.

También es cierto que la recta g que pasa por el pun-
to P y tiene la direccién del vector 2’ (f) es la tangente,
ya que para esta recta, seglin los razonamientos ante-
riores, so tiene

R ()
. (r (+At)—7 () % WO, IrOxer©l _,
d |+ Ay —r (8| | ()2 .

Hemos demostrado completamente el teorema.
Conociendo la direccion de la tangente, es ficil encon-
irar su ecuacion. Efectivamente, si la curva estd dada por

la ecuacién vectorial 7= (1), el vector # de un punto
arbitrario de la tangente puede ser representado asi:

r =1 (t)+ A (0).

Esta es precisamente la ecuacién de la tangente en la
forma paramétrica (siendo A el parimetro).
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Deduzguemos la ecuacién de la tangente para los
distintos casos de la representacion analitica de la curva.

Supongamos que la curva estd dada por las ecnaciones
en forma paraméfrica

z=z(t), ¥y=y(t), z=z(f).
Lsta represeniacion equivale a la representacién vectorial
r=r{)=z()e,+y(t)e,+z(t)e,,

donde ey, e, y eyson los vectoras unitarios de los ejes de
coordenadas. Sustituyendo la ecunacién vectorial

=0+ 1 (1)

por ires ecunciones escalares, obtenemos las ecuaciones
de la tangente en el caso de la representacidn paramétrica

g=z )+ 2 (), ¥y = v+ W ),
z =z (t) + hz' (8)
v, en forma equivalente,

F—z(t) __ g—y ()  F—a(t)

=" (1} y @
Si Ja curva es plana y viene dada por las ccuaciones
z=uz(l), y=yl),
la ecuacién de la tangente queda asi:

F—x () _ 3—p (1)
=ty T ¥
Si la curva viene dada por las ecuaciones
y=ylz) z=2z(), )

Ia ecuacion de la tangente se obtiene directamente de las
ecuaciones de la tangente para el caso de la representa-
cién paramétrica de ia curva. Basta observar que la re-
presentacidn de la curva por medio de las ecuaciones (*)
equivale a la representacién paramétrica

F=1t y=y) z=2z2().
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Las ecuaciones de la tangente para la curva dada por las
ecuaciones (*) quedan asi:

g v—y (z) - T—z(7)

W (z) ' (z)
o, en forma equivalente,
g=y (@) +y (2) (z =z},
Z=z(2) 2" () (z— 7).
En particular. #i la curva es plana y viene dada por la
ecuacién ¥y = y (), la cenacién de la tangente a esta
curva serd
¥ =y (D 4y (@) (v— ).
Encontremos, por filtimo, la ecnacidn de la tangente
para la curva definida mediante las ccunciones
¢y, 2) =0, Plz.y 2 =0
en el punto (zy. 1, %) en el cual el rango de la matriz

((Px Py ‘Px)
1|-’: “p.?f ‘-Pz
es igual a dos. Bea

z=z(t), y=y@), z2=2z()
una parametrizacién regular de la curva en un entorno
del punto (z, ¥gs 2o)-
Ta ecnacién de la tangente a la curva on el punto
{xﬂv Yoo zﬂ) es i Za 2
T—xy  Y—lpg _ F—3p
I 2
Es decir, para obtener las ecuaciones de ln tangente basta
conocer las razones x, : Y, @ 2;. Galculemos eslas razones,
Tenemos las identidades
pl@® y@ z(MN=0 y PO y{) 2 HNW=0.
Derivando respecto a ¢ estas identidades, encontramos:
02+ oy + @ =0,
Pa2 + Gy’ + p2’ =0,
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De aqui resulta

=z ’ r

i z
By q::, ~ To: 'p,;l - "Px 'ﬁ,«,
Py Pz Pz Ay Pe Py

y la ecuacién de la tangente toma la forma

T—% Y=y __ i—m
]% sz Tl e "|¢x ‘Pyl'
Ty Pz Yz Y Pz Py
donde las derivadas ¢, @,, ..., P, se caleulan en ol

punto de tangencia (z,, y,, 2,).
Si la curva es plana y viene dada por la ecuacifn
g (z, ¥) = 0, la ecuacién de la tangente sersd

T—% _ G—u
Ty —Px
Para deducir esta ecuaci6n basta observar que la repre-
sentacién de la curva en el plano zy mediante la ecuacién
¢ (z, ¥) = 0 equivale a su representacién en el espacio
mediante las ecuaciones

¢z, ) =0 y z=0,

Se denomina plano nermal a una curva en un punto P
el plano que pasa por el punto P y que es perpendicular
a la tangente en este punto. No ofrece dificultad encontrar
la ecnacién de este plano una vez obtenida la ecuacién
de la tangente para cualquier caso de representacién
analitica de la curva; proponemos esto como un ejercicio
sencillo,

§ 3. Plano osculador a una curva
Sean y una curva, P un punto de la misma y « un
plano que pasa por el punte P. Designemos por % Ia dis-
tancia entre un punto arbitrario @ de la curva y el plano
@ ¥y por 4 la distancia de oste punto al punto P.
Diremos que el plano @ es un plano osculador a la

curva y en el punto P si la razdn d—", - ) cuando Q@ — P

(fig. 9).
Teorema. Una curva y regular (por lo menos dos veces
¢ontinjgamente diferenciable) tiene en tode punto un plang

www.FreeLibros.me



§ 3] PLANO OSGULADOR 45

Fig. 9

osculador con la particularidad de que el plano osculador
es Hnico o bien es osculador cualquier plano que contiene
la tangente a la curva, Si

r =7 ()
es la ecuacién de la curva v, el plano osculador en el punto
correspondiente al valor { del pardmetro es paralelo a los
vectores »' () y »" (f).

Demostracion. Sea o el plano osculador a la curva y
en el punto P correspondiente al valor ¢ del pardmetro.
Designemos por e el vector unitario de la normal al pla-
no a. La distancia entre el punto @, correspondiente al
valor ¢ -+ At del pardmetro, y el plano o es

h=le(»{+ A) —» ()|
La distancia de este punto al punto P es

d=|r{t-+ At) — = ()|
Tenemos
h le(@(+a)—r )] __

d2 = (v (tAD—r (P
Ic- (@ ark ""—;‘—L A4 glmz) [

- (7 () Bt eqbi -
eri;s!x) Te er:!t) +8 l
= ERIT E .
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Puesto que |»’ () L:,éﬂy——»-ﬂ ¢, y e;— U cuando Ai—-0,

resulta que er’ ({)=0 y e»” ({)= 0. Ls decir, si el plano
osculador existe, los vectores 2 ({) y »"({) son paralelos
al mismo.

s ficil persuadirse de que el plano osculador existe
siempre. Tomemos con este fin el plano o paralelo a los
vectores »' () ¥y 2" ({} (en cuanto al vector nulo, aceptamos
que cualquier plano le es paralelo). Entounces e¢#’ ()=
=er" (t)= 0 y, por consiguiente,

%’_—:}—%_—L-_”—i—»ﬂ cuando At—» 0.

Por lo lanlo, en todo punto de una curva existe el
plano osculador. lis obvio que el plano osculador, siendo
paralelo a los vectores =’ () y 2" (¢), es finico si los vec-
tores #'(2) y #"(f) no son paralelos. En cambio, si estos
vectores son paralelos (o el vector 2" {!) = 0}, cualquier
plano que comprenda la tangente a la curva sera un plano
osculador.

Henios demostrado el teorema.

Obtengamos la ccvacién del plano osculador. Sea
=12 (1) la ecuacién vectorial de la curva y sea ¢ el
valor del parimetro correspondiente al punto P de Ia
curva. Supongamos que en este punto los vectores - (1)
y #” (1} no son paralelos. Entonces »' (¢) X»" (¢) serd el
vector de la normal al plano osculador. Sidesignamos por 7
el vector de un punto cualquiera del plano osculador
referente al punto P, los vectores r—»'r ty y » ()%
X " (i) resultan perpandlculaws De aqui que la ecua-
cién del plano osculador sea

(r—r@) (@ @ Xr" @) =0

(r—» (@), @), »" () =0,

Para el caso de la representaci6n paramétrica de la
curva

e=z(t), y=y), z=z()
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de esta ecuacién se obtliene la ecuacion del plano oscu-
lador en la forma

T—z(t) y—y@) z—s()
@ vy 2@ |=0
x" () ¥ (1) 2" ()

Dejamos a cargo del lector Ja deduccién de las ecua-
ciones del plano osculador en los restantes casos de la
representacién analitica de una curva.

Toda recta que pasa por un punto de la curva y es per-
pendicular a la tangente se denomina normel a la curva.
En el caso cn el que el plano osculador e¢s tnico, entre
eslas rectas destacan dos rectas notables: la normal prin-
cipal, que es la normal perteneciente al plano esculador,
y la binormal, que s la normal perpendicular al plano
osculador. Pueslo gque ya se conocen las ecunciones de la
tangente y del plano osculador, no ofrece dificultad dedu-
cir las ecuaciones de la normal principal y de la binormal;
a titulo de ejercicio proponemos al lector obtencr estas
ecuaciones,

§ 4. Contacto de curvas

Sean 4 y ¢’ dos curvas elementales con un punto co-
min 0. Tomemos en la curva ¥’ un punto P y designemos
por k su distancia hasta la curva ¥ y por ¢, su distancia
al punto O,

Diremos gue la curva y' tiene con la enrva y en el
punto @ un contacto de order n si la razdn

k.

i 0 ecrando P— O (lig. 10).

Sean vy y v dos curvas generales con un punio comiin
0, Diremos que la curva §' tiene con la curva v en el
punto O un contacto de orden n si un entorno elemental
del punto O de la curva y’ tiene un contacto de orden n
con un entorno clemental de la curva y.

Teorema. Sean v y %' dos curvas regulares planas,
o (x, ) =0 la ecuacion de la curva v y z =z (t), ¥ =
= y (¢} las ecuaciones de la curva ¥y'. Supongamos gue
o+ ¢35 =0 en el punto O (x4, yo)- Enionces para que
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.
Fig. 10

la curva ' tenga en el punto O un contacto de orden n con
la curva ¥, es necesario y suficiente gue para el valor ¢
correspondiente al punto O se cumplan las condiciones:

gz, y()=0,
2 o@®), y)=0,

L o), y@)=0.

Demostracién, Sea M un punto de la curva 4'. Por
definicién, su distancia % (M) hasta la curva y es el
extremo. inferior de las distancias de los puntos de la
curva 'y al punto M. Si los puntos M y O son suficiente-
mente proximog, este extremo inferior se alcanza en un
punto M de la curva y.

Demostremos que el segmento MM va en direccién
de la normal a la curva y en el punto M. En efecto, sea
7(s) el vector de un punto de la curva ¢ y sea m el vector
del punto M. El cuadrado de la distancia entre el punto M
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y el punto de la curva es igual a (»(s) — m)%. Para el
valor de s correspondiente al minimo de esta distancia,
tenemos
], i :
& (r () —m)t=0,

de donde (# (s) —m) 7' (s) =0 lo que significa que el

vector MM va en direccién de ln normal a la curva v

en el punto M. ;
Sean  y 1 los cosenos directores de la recta MM, Las

coordenadas del punto M se pueden expresar a través
de las coordenadas del punto M del modo siguiente:

T=z+Eh e y—y-4nh

donde % es la distancia entre el punto M y la curva y.

Las coordenadas z e y del punto M satisfacen, por ser
éste un punto de la curva ¥, la ecuacién ¢ (x, y) = 0.

Es decir,
$iz+ §h y+nh) =0.
De aqui resulta que

¢ (z, y) + Ehyy (2, ¥) + iy, (2, 1) + PR =0,
donde 12 es una magnitud acotada en un entorno del pun-
to O (x5, Yo) i

i z— 2y ® y— ¥y la expresion g, + ny, tiende
a un limite distinto de cero ya que representia el producto
escalar de dos voctores de coordenadas E, M ¥y @., @
que en el limite son distintos de cero y estdn dirigidos
segln la normal a la curva ¢ en el punto O. Por lo tanto,

=% _ papn .
E%gq% R es del mismo orden

que ¢ cuando M — O.

Supongamos gue el punto M de la curva ¥’ corresponde
al valor ¢ del pardmetro. Entonces, su distancia al pun-
te O, igual a

fr @ —r @) =1 —t)@ )+ 8|

es de orden |t — f, | si M es suficienlemente préximo
a 0. De aqui se deduce que para que la curva ¥’ tenga
con la curva y en el punte O un contacto de orden n
50200

la magnitud % ==
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es necesario y suficiente que

Pz (), ¥}

oA — 0 cuando ¢— 4.

Pero esto significa que en el desarrolio de la funcién
@ (z (£), y (£)) segin las potencias de (t — #,) todos los
términos hasta el n-ésimo inclusive son iguales a cero.
Hemos demostrado el teorema,
Ljemplo. Hallar la parabola de tipo

V=t az+ ...+ aa") =0
gue tenga un contacto de orden n con la curva
¥ = ¢ (@)
en el punio (U, ¢ (0)).
Segin el teorema, para 2 =0y k=0,1,..., n
d* ; "y
@@ —w—ep— . —ap") = 0,
de donde
! B 1 25
ag=q V), ay==q'(0), ..., a, =",}TQ’¢ }{OJ-
La pardbola buscada os

V=9 0)+¢ () 2459 (0) 22+ . ..+ o™ (0) 2"

§ 5. Envolvente de una familia de curvas
dependientes de un pardmetro

Sea S {yq} una familia de curvas suaves en el plano
dependientes de un pardmetro . Una curva suave y se
denomina envelvente de la familia 5 si en cada uno de
Sus puntos es tangente al menos a una curva de la familia
¥y si cualquier segmento de la misma es tangente a un
conjunto infinito de curvas de la familia (fig, 11),

Ejempio. Una curva suave carente de paries rectilineas
es la envolvente de sus tangentes.

- El teorem# que viene a conlinnacion rosuelve en cierta
mnedida el problema sobre la determinacién de la envol-
verte.
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Vig. 11

Teorema. Supongamos que las curvas v, de la familia S
vienen dadas en una regién G por las ecuaciones

@z, 4, 2) =0, agKa=d,

donde @ es una funcién continuamente diferenciable respecto
a todos los argumentos que satisface la condicién ¢ +
+ @b 5 0. Entonces la envolvente y de la familia S (si
es que existe) se delermina por las ecuaciones

oz v @) =0 ¥y goz, 9, o) =0

en el sentido de que para todo punto (&, y) de la envolvente
se puede indicar un valor o tal que el sistema de los valores
z, Y, Yy o soiisfard ambas ecuaciones ¢ =0 y o, = 0.

Demostracion. Sea P (z, y) un punto cualguiera de la
envolvente y. Pueden presentarse dos casus:

1. Hay un conjunto infinito de curvas ygi, Yas: » - -
de la [amilia tangentes en el punto P.

2. Iay sélo un nimero finito de curvas ygy, - . v Yan
de la familia tangentes en ol punto £.

§*
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Analicemos el primer caso. Sin perder generalidad,
podemos aceptar que la sucesién de nimeros o con-
verge a un namero &, (@ << a, << ). Puesto que el punto
P pertenece a cada una de las curvas yex, se tiene
¢ (z, ¥, ay) = 0. De aqui que

¢ (2, ¥ og) — 9 (2, ¥, 1) = (@p— o) @q (2, ¥, @*) =0,

donde a* estd comprendido entre @y y a,. PPor consiguien-
18, @ (z, y, *) = 0. Pero oy y oy -, cuando & y
1 — c0; por esto,

ey, 2y) =0 vy gz, y, o) =0

v en el primer caso queda demostrado el tecrema.

Consideremos el segundo caso. Supongamos que el
teorema es falso y que, por consiguiente, gy (z, ¥, @) 5= 0
para cualquier e, (B =1, 2, ..., n).

Designemos por w§ un s-entorno cerrado del punto
o, en el segmento (e, b) y por 6 un segmento pequefio
de la envolvente y que comprende el punto P. Si fijamos
¢ vy tomamos § suficienlemente pequefio, para toda curva
Yo langente a & el valor & pertenecerd a uno de los entor-
1nos k. Si aceptamos lo contrario, llegaromos ficilmente
a la conclusion de que en el punto P es tangente a la
curva ¢ una curva de la familia distinta de las y.z lo
cual es imposible.

Designemos por my, el conjunto de puntos del segmento
6 en los que son tangentes las curvas y, con o< .
Es obvio que m; es un conjunto cerrado. Formemos el
segmento §, perteneciente a &, que respecto a cada uno
de los conjuntos m, posee la siguiente propiedad: o bien
el conjunto m; comprende tddo el segmento &, o bien no
contione ningin punto del mismo. Es ficil construir el
segmento . §. Primero construimos el segmento 8’ toman-
do 6’ = & si el segmento 6 estd integramente contenido
en m,, o tomando para 8’ un segmento en el conjunto § —
~ m, complementario deé m, si 6 no queda cubierio por
my. Después, a partir del segmento 8’ y del conjunto mg,
construimos de un modo andlogo el segmento 8", ete.
Con un nimero finito de seméjantes construcciones lle-
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garemos a obtener el segmento § que posee lag propieda-
des sefialadas.

Supongamos que el conjunto my, contiene el segmento
§. Siendo e suficientemonte pequefio. en un entorno del
punto P la familia de curvas y, con o < @; puede ser
definida mediante la ecuacibn |

v (e, y) = a,

donde W (z, ¥) es una funcién continuamente diferen-
ciable que satisface la condicién i 4 Py = 0. Tsto
resulta de nusstra hipdtesis de que ¢, (7, y, o) =0
en el punto P.

I.a curva y en el segmento § puede ser definida median-
te las ecuaciones » = x (1) e y = y {¢), donde x (#) e y (2)
son funciones continuamente diferenciables que cumplen
la condicién 2'® + y’* 5= 0. Designemos por « (£) el valor
del parimetro «c @ que corresponde a la curva 7,
tangente al segiento 8 en el punto (z (¢), y (). s ohvio
que

a () =y @ @), ¥y (@)
es una funcidn continuamente diferenciable. Tenemos
o =P’ Py

Puesto que 2’ e ¥’ son los componentes del vector tangente
a la curva y, 1. ¥ ¥, son los componentes del vector de la
normal a la eurva yu (v ¥ puesto que las eurvas y, ¢y y ¥
son tangenles en el punto (£}, resulta que &’ == 0 v, por
consiguiente, @ == const.

Es decir, sélo una curva de la familia y, con o< aj
es tangento a la curva y a lo largo del segmento § y,
por consiguiente. en toda la familia § hay a lo sumo n
curvas de este tipo, Pero, segiin la delinicién de la en-
volvente, debe haber un conjunto infinito. Llegamos a
una conlradiccion, Hemos demostrade ¢l teorema.

Nota. El sistema de ecuaciones

iy, ) =0y ¢, (0. y, @) =0

puede cumplirse, hablando en términos generales, para
curvas que no son envolvente. Por cjemnplo, la ecuacién
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Fig. 12

de la envolvenle de la familia de curvas
(r —af+ @y —a) -3 @@ —a)ly —a) =0

se verifica para la recla x = y que, sin embargo, no es
envolvenie. Bsta recta consta de los puntos miltiples de
las curvas de la familia (fig. 12).

EJERCICI08 PARA EL CAPITULO 11

1. Para la hélice
x=c08¢, y=5cni 3=1

hallar en el punto (1, 0, 0) las ecuacicnes
a} de la tangente,
b) del plano oseulador,
¢) del plano normal,
d) de la normal principal,
o) de la binormal.
Respuesta. Ln ocuacién deo la tongontic rs
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la ecuacién del plana ozculador =3
y—z2=20
Ia ecuacién del plano normal es
v+ a=0
la ecuacién de Ja normal principal es
y=1z3= 1
Ia ecuacién de Ia binormal es

::—’i___y_ﬂ 5
o 1 =1

2. Peterminar la ocuacién de la tangente a la curva definida
por les ecuaciones

DA tr=1, 24+ Pt==z
en el ponto (0, O, 1)

Respuesta.
I z—1
Py
3. Hallar la ecuacién de la pardbola de tipo
y=22+ az 4 b
tangente en el punto (1, 1} a Ia cireunferencia
B4y =2,

Respuesta, y = 22 — 3z + 3,

4. Hallar la eurva y = y (5) si se conoce que es constante o
jgpual a o la longitud del segmento de la tangente comprendido
cotre el punto de tangencia y el punto de interseceiGn de la tangente
con el eje =.

Respuesta. La tractriz

R 7y ey e
c+z=aln _“_1/;"5__.5‘__;.],1'“2_#2_

5. Sobre las binormales do una hélice simple se toman seg-
mentos de una misma longitnd. Tallar la ecnacion de la curva for-
mada por los extremos de pstos segmentos.

Respuesta. Una hélice.

6. jBajo qué Angulos se cortan las curvas

Ty = ey ¥ 2 — = og?

7. Demostrar que si en ¢l plano Ia curva y se corta formando
Anguloe recto con las curvas do la familia

4 (z, y)=const (g% ..+.|'p:‘ + 0),
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entonces esta eurva satisface la ecuacion
dz _ dy

P Py

8. Hallar la familia de curvas que eortan bajo un dngulo recto
todas Ins circunferencias que pasan por dos puntos dados del plano.

Respuesta. Una familia de circunferoncias,

9. Maliar la ecuacién de la circunferencia que tiene un con-
tacto de orden dos con la paribola y = 2% en su vértice.

Respuesta, a® 4 y* = p.

10. Mallar la envolvente de la fumilia de rectas que forman en
ol dingulo de coordenadas X OY tridngulos de drea 242,

Respuesta. La rama correspondiente al dngulo X0Y de la hi-
pirbola cquildtern 2y = a®.

t1. Hallar la epvolvente de la fwnilia do roctas sobre las
cuales los ajes de coordenadas detorminan un segmento de longitud
constantn a.

Respuesta. La astroide

L 2z
|21+ =a’.
12. Hallar la ouvolvente de las trayectorias de un punto mate-

rial lanzado desde el origen de coordenadas con velocidad v,
Respuesta. La pardbola de sepuridad

g os la aceleracifin de la gravedad).
13. Hallar la envolvente de los rayos luminosos que parten
del origen de coordenadas y son reflejados por la circunferencia

7% -} i = Zar,

Respuesta. Ll caracol de Pascal

4a2 thax
) - 2 ol 2. v R b ity (S
(24 2= 2arfit = (22432 — =) =0,

PROBLEMAS ¥ TEORFMAS PARA EI CAPITULO IT

1. Sean y una curva, P un punto do la misma y g una recta
que pasa por dog distintos puntes B y S de la curva. Se dice que
In curva y tiene en el punlé P una tangente en el sentide [uerte
si las rectas g convergon a una recta gpcuando R y § — P.

Demostrar que toda curva suave peseo en cada punto una tan-
gento en ol sentido fuerte y quoésta co?ncide coit la tangente corres-
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pondiente a la definicién habitual dada en el § 2.

Si la curva posee en cada punto una tangente en el sentido fuer-
te, la eurva es suavo.

2, Demostrar gue si las tangentes a wna curva suave pasan por
un mismo punto, entonces la curva es un segmento de recta, una
gemirrecta o una recta,

3. Demostrar que las tangentes a la hélico

z= acosml, y= asen wf, z = bt

forman éngulo constante con el plano zy. Demostrar que las nor
males principales de la hélice cortan ol eje .

4. Se denomina inversién la transformacidn para la cual los
puntos correspondicntes pertenecen a wuna misma semirrectn que
arranca de un punto {ijo § (centro de la inversién) siendo constante
ol producto de sus distancins a . Demostrar que la inversién con-
gorva los dngulos entre las curvas.

5. Demostrac que la curva cs plana i las Langentes a la misma
son paralelas a un plano.

6. ¢Bajo qué condicién las rectas g,

{ ag (x4 by (1) w-teg (D z+dy (=0,
ag (#) x4 by () w429 () 2-4-dy (1) =0,

son tangentes a la curva
z=za(), y=y (), s==z()?

Hallar esta curya
7. Hallar en el punto (25, Yo, Zo) 1a ceuacitn del plano oscula-
dor a la eurva definida por Tas eeuaciones

g, st =0y (z p2)=1

8 Sean y upa curva, P un punto de la misma y @ un plano
que pasa por Jos tres distintos puntos ¢, R y S de la curva. So
dice que la curva ¢ posee cn el punto P un plano osenlador en el
sentido fuerte si los planns o convergen a un plano ap cuando @,
Ry 8~nI

Demostrar qus toda curva regolar (dos veees eontinuamente di-
ferenciable) que en e puato P posee un plano ssculador dnico en el
sentido hubitual (§ 3), Liene en diche puuto un plano oseulador
en ol sentide fuerte y ambes coinciden.

9. Hallar la curva

r=az{), y=yt) z=1z()
a partir de sus planos osculadores
Ae+ @ y+C@ad D=0
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40, Demostrar que la eurva es plana si todos sus planos oseu-
ladores pasan por un mismo punto.

11, Demostirar que una condicién necesaria y suficiente para
que In curva

s=z() y=y)yz=2z()
gea plana consiste en que
z g 5
zt y" 3" |=0.

xﬂ' yh\‘ zm

12, Demostrur que la propiedad de contacto de curvas es reci-
proca, © sea, Si una curva suave y, tiene un contacto de orden n
CON UNA curva suave y,, entonces ]la curva y, tiene en ¢l mismo
punto un contacto de orden n con la curva v,

Mostrar con un ejemplo que es substancial Ja exigencia de la
suavidad,

13. Supongamos que las curvas y,, Ys ¥ ¥s peseen un punto
comiin P cn el fjue las curvas y; ¥ ¥y ¥ las curvas v, v v, tienen un
contacto de orden n. Entonces las curvas y, v ¥4 también tienen
un contacto de orden » en el punto P.

14. Demostrar (ue es plana toda curva que en cada uno de sus

l;!we tieno un contacto de orden tres cun el plano oscu-
adaor.

15. Entre los puntos do los ejes de coordenadas z e y se ha
estoblecido wna correspondencia proyectiva

y= ‘;:ig . aB—Pyp =t 0.

Demostear que la familia do las reetas que unen los puntos
correspondientes  de los ejes onvuelve una curva de scgundo
grado.

16. Demostrar que si una familia monoparamétrica de cur-
vas en el plano viene definida por las ecuaciones

Glz, y, . =0y f(a =0

siendo 73 +_jg.q'z 0, entoncos la envolvente do csta familia satis-
face las céuaciones

g=0,f=0 9+ My=0w gp+ Mp=10

en ¢l sentido de que para tedo punto (x, y) de la envolvente se pue-
den indicar unos valores &, B ¥ A que junto con x e y satisfacen las
cuatro ecuaciones sefialadas.

La ecuacion de la envolvente en forma implicita puede
obtenorse por eliminacion de @, B y A de esias cuatro ecuacio-
nes.
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CAPITULO 1II

CUESTTONES DE LA TEORIA DE CURVAS
RELACIONADAS CON LOS CONCEPTOS
DE CURVATURA Y DE TORSION

§ 1. Longitud de arco de una carva.
Parametrizacién intrinseca

Sea y una curva elemental, o sea, la imagen de un
segmento abierto g obtenida por una aplicacion topold-
gica f. Respecto a la quebrada T (fig. 13) diremos que
estd blen inscrita en la eurva y si las preimdgenes de sus
vértices sobre g Lisnen el mismo orden que en la quebrada.
La propiedad de una quebrada de estar bien inscrita
en la curva no deponde del homeomorfismo /. Se dice que
la curva es rectificable en un entorno del punto P si existe
un entorno elemental de este punto tal gue todas las
gquebradas bien inscritas en é] resultan uniformemente
acotadas en cuanto a la longitud. Una curva rectificable
en un entorno de cada uno de sus puntos se denomina sim-
plemente rectificable.

Entenderemos por segmento de una curva una porcién
de ]a misma homeomorfa a un segmento rectilineo cerra-
do. Denominaremos longitud de arco de un segmento (o sim-
plemente longitud de arco) el extremo superior de las
longitudes de todas las quebradas bien inscritas en este
segmento.

Teorema. Toda curva suave % es rectificable. Si

= 7 (1)

es una paramelrizacion suave de la curva y v (a << 1 < b)
es un segmento de la curva vy, entonces la longitud de este
segmenio es

h

s= {17l a

a
Demostracién. Sea P un punto cualquiera de la curva
y # =2 {t) una parametrizacién suave de la eurva en un
entorno de este punto. Estimemos Ja longitud de una
quebrada T bien inscrita en el entorno w<C t<< f del
punto P.
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Fig. 13

Sean #y, 1, . .., £, Jos valores del pardmelro corres-
pondientes a los vértices sncesivos de la quebrada. La
longitud del lado de 'a quebrada que une los vértices
(t;i.1) v () es igual a |2 () —# (4-,) |- La longitud
de toda la quebrada es

s() = 2| (1) = » (-0)|.

Tenemos

‘:
» () — v (i) = j » (1) dt.
fl—"‘

De aqui resulta

4
|2t —r eI § |2 O] <=t M,

iy

donde M es una constante que satisface la condicion
|#" (&) | << M. Por consiguiente
S(TYKM 3] (b~ tyer) == M (B~ ).
Es decir, las quebradas I', inseritas en un entorno

suficientemente pequefio del punto P, estdin acotadas en
<enjunto y, por comsiguiente, la curva y es rectificable.
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Determinemos la longitud de un segmento y de una
curva y definido por la ecuacién

r=r(), e<Lt<b

Observemos, ante todo, que repitiendo literalmente
el razonamiento anterior podemos probar que son unifor-
memente acotadas las longitudes de las quebradas inseri-

tas en el segmento ; Por consiguiente, la Jongitud de arco

del segmento y es linita. .

Inscribamos en el segmento y una quebrada T' que
satisfaga las condiciones siguientes: 1) la longitud de la
quebrada T difiere a lo sumo en & de la longitud de arco
dol segmento y; 2) para todo i es | Zj.— £ | << 8. Aqui
g y 8 son nimeros positivos cualesquiera. s facil ver
que tal quebrada existe. En efecto, por definicién de la
longitud de arco de un segmento de curva, existe unn
quebrada que cumple la primera condicién. Agregindole
nuevos vértices no alteraremos la primera condicién y,
al mismo tiempo, podremos cumplir la segunda. Ademas,
podemos aceplar que el primer vértice de la quebrada
coincide con el punto {a) y el dltimo, con el punto (b).

Tenemos

e
Szt —r gl = | |7 @) d+
i a

v () lde }+

Py

+ {Z (ti— L) |2 (t) | —
i
+{Slrt)—r =3 G—t) |7 @} )

Por el modo de construir T, el primer miembro de esta
igualdad dificre des (y) en e a lo sumo. En cuanto al
segundo miembro, es tan proximo &

b

{ir@a

a
como se quiera. En efecto, por definicién de la integral,
el segundo término de este miembro es pequeio si lo es
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6. EI tercer término puede ser representado en la forma
t 4

i
S| roal-3 §l1relae
ey tieg
y, por consiguiente, su valor absoluto no pasa de
b

5 } |7 (@)= (8,) | dt = 5 e (t) di,

Limg n

donde & (8) -0 cuando & —»0 en virtud de que la fun-
cién 7' (¢) es uniformemente continua. Lucgo, el tercer
término de la igualdad (*) es pequefio si lo es 6.

Es decir, llegamos a la conclusion de gue Ja longitud
del segmento yp de la curva'y difiere tan poco como se quie-
ra de

Y
s | (1) dt

a

y, por consiguiente, es igual a esta integral.

Hemos demostrado completamente el teorema.

Sean y una curva rectificable y 2 = 2 {{) una para-
metrizacion de la misma. Sea s (f) la longitud de arco del
segmento 4 de la curva y. Delinamos la [funcidn o ()
mediante las condiciones

o () = s(t) si ty <<,
o(f) = —s(f) si [ >1,
o () = 0.

La funcién o () es estrictamenle mondtona. Por esto,
podemos fomar ¢ como pardmetro de la curva. Denomina-
remos esta parametrizacion infrinseca.

Teorema. La parameirizacién intrinseca de una curva
regular (k veces diferenciable o analitica) sin puntos singu-
lares es una parametrizacién regular (k veces dijerenciable
o analitica, respectivamente). Si » =1 (0) es la parameiri-
zacion indrinseca de una curva, entonces

o (o) | = 1.
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Demostracién. Sea =1 () una parametrizacién re-
gular cualquiera de la eurva y en un entorno de un punto
arbitrario correspondiente a¥ valor o, del parimetro.
Para todo segmento perteneciente a este entorno fenemos

1
U-—El'lﬂj V= (t)de.
1

Puesto que %‘;—.=V?2{1J>0 y 2 (&) es una Funcidn
k veces diferenciable de £, resulta quo ¢ es una funcién
k veces diferenciable de o. Pero para o préximos a o,
se tiene # (0) =1 (¢ {0)). De aqui se deduce que # (o)
es una [uncién regular (k veces dilerenciable). Tenemos

Sr(o) _ dr() dt _dr(y 1
do T~ dit do —  dt d;: (;} *
dt

Por consiguiente,
r (o} = 1.

Hemos demostrado el teorema.

Para terminav, daremos las férmulas que perwmiten
calcular la longitud de arco de una curva regular para los
distintos casos de la representacién analitica de la curva.

1. 8i la curva viene dada por las ecuaciones

z=z(t), y=y(t), z=12z(D),

entonces
ia

i1
ste b= | 12 @] de= [ VI,

1 1)
2. Si la curva viene dada por Jas ecuaciones

y=y @) z=z{a),
entonces
xg
s(r, @)= | VIFyitatde.
i
En el caso de curvas planas pertenccientes al plano
zy, en estas [érmulas hay que poner z' = 0
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§ 2. Curvatura de una curva

Sea P un punto cvalquiera de una curva regular y y
sca @ un punto de la curva préximo a P. Designemos
por A® el angulo entre las tangentes a la curva en los
puntos P y Q y por | As | la longitud de arco del segmento
PQ de la curva {fig. 14).

Denominaremos curvafura de la curva y en el punto P
ol limite de la razén A% (| As |)7! cuando @ — P.

Teorema. Teda curva regular (dos veces continuamenie
diferenciable) tiene en cada punio una curvatura determi-
nada k. Si

r = (s
es la parameirizacidn intrinseca de la curva, enlonces
fy=|»" ()}

Demostracion. Supongamos que los puntos P y @
corresponden a Ios valores s y s + As del parametro. El
dngulo A® es igual al dngulo entre los vectores unitarios
tangentes T (s) = ' (8} ¥ T(s + As) = »' (s + Asg).

Puesto que los vectores T (5) ¥y T (s + As) son unila-
rios y forman dngulo A®, resnlta que [ T (s + As) —%(s)|=

= 2sen & (fig. 15). Por ello

2senﬂ so‘.n--".}---tl
|7 (e-]-As)—w(s}| 2 2 AR
| As| T At T AR | As|
2

Observando que A% —0 cuando | As| -~} debido a la
continuidad de v (s) y pasando al limite, encontramos

| 7" () | == Ky

Hemos demostrado el teorema.
Sea la curvatura distinta de cero en un punto dado de
la curva. Consideremos el vector v = :; 2" (s). El vector v

eg unitario y se encuentra en el plano osculador a la
curva (§ 3 del capitulo IT). Ademds, este vector es per-
pendicular al veclor tangenle v ya que 2 =11y, por
consiguiente, <¥ = vk, = 0. Es decir, este vector
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Fd,; 3 J-‘-"‘"‘--.?

Fig. 15

tiene la direccion de la normal principal a la curva. Es
evidente que la direccién del veétor v no cambia si se
modifica el origen de referencia de los arcos s o el sentido
del recorvido. Al hablar en adelante del vector unitario
de Ia normal principal de la curva, entenderemos por éste
el veclor v.

5=—=0209
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Es obvio que el vector v X v = f ticne la direccion
de la binormal a la curva. Denominaremos esle vector
vector unitario de la binormal a la curva.

Hallemos la férmula de la curvatura de una curva
para cualquier parametrizacién. Supongamos que la
curva vione dada por la ecuacién vectorial

= 7 ().
Expresemos la derivada segunda de la funcion veclorial »

respecto al arco s en términos de las derivadas respecto
a i. Tenemos

» =i,
de donde
PE— g2
Por consiguiente,
- W’"
P2= == .
Ve

Derivando esta igualdad una vez mas respecto a ¢, obte-
nemos
')y r

o T —
BT R (72T
Elevando csta igualdad al cuadrado y ohservando que
§'% = 't tendremos
P22 (p'p¥)2
M=
0, que viene a ser lo mismo,
= (' % r")2
LT el
Para la eurvatura de una curva dada por las ecuaciones
zg==z(), y=yt), z=:z()
obtenemos de aqui
N P e s P
I =
Si la curva es plana y se encuentra en el plano zy,
o EY =2
N T
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r

Fig. 16

Si la curva es plana y viene dada por la ecuacién y =
=¥ (2),

Bt ¥

TR L

Nota. La eurvatura de nna curva es, por definicion,

no negativa. Para las curvas planas resulta conveniente
en muchos casos asignar a la curvatura un signo conside-
randola en unos casos positiva y en otros, negativa. Esto
se hace partiendo de que el vector ' (f) tangente a la
curva gira al desplazarse a lo largo de la curva en el
sentido de los valores crecientes de ¢. Segiin el sentido en
que gira el vector +' (2), la curvatura se considera positiva
o bien negativa (fig. 16). Si el signo de la curvatura de una
curva plana se delermina de este modo,para ella se ohtiene
Ja férmula

p FY =, Ty
3 - a*
@2— g%’ @24y

En particular, si la curva viene dada por la ecuacidn
y=y (z), se tiene

k:__...—zii.-..:_.; 0o k= _L“"
(4ot a+yy?
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Para terminar, hallemos todas las curvas que en cada
punto tienen curvatura igual a cero. Tenemos

ky=| 7" (5)] = 0.

De aquf »" (s) = 0 y, por consiguiente, r (s) = as | &,
donde @ y H son wunos vectores constantes.

Es decir, una curve cuya curvatura es siempre nula, es
una recta o un segmento abierto de una recta. La afirmacién
reciproca también es valida.

§ 3. Torsién de una curva

Sea P un punto cualquiera de una curva y y sea Q
un punto de la curva préximo a P. Designemos por At
el dngulo entre los planos osculadores a la curva cn los
puntos P y Q y por | As |, la longitud del segmento PQ
de la curva. Entenderemos por Llorsion absoluta |k, |
de la curva y cn el punto P el limite de la razén Ad (|As])~?
cuando @ — P (fig. 17).

Teorema . Toda curva regular (ires veces continuamente
diferenciable) en cada punio en el que la curvatura es distinta
de cero tieme una torsidn absoluta |k, | determinada. Si

7 = (s)

es la parametrizacion inirinseca de la curva, enfonces
o,
| e l:-‘—%i—)-.
1

Demostracidn. Si en el punto P la curvatura de la
curva y es distinta de cero, también serd, por continui-
dad, distinta de cero en los puntos préximos a P. En
todo punto en el que la curvatura es distinta do cero, los
vectores 7' (s) y " (s) son distintos de cero y no son para-
lelos. Por eso, on todp punto @ préximo a P existe un
plano osculador determinado.

Sean B (s) y P (s + As) los vectores unitarios de la
:binormal en-los puntos £ y @ de la curva y. El &ngulo
Afr es igual al dngulo entre los vectores f {s) y f (s + As).

Puesto que los vectores B (s) y P (s + As) son unitarios

y forman dngulo AD, es [B{s+ As) —p(s) | = 2 sen%? .
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l'ig. 17
Por eso
'.’.scn-b-{l ‘aen}'\—{}
1§ (s4-As)—Ps)] 2 =‘ 2 i At
TAsT =TT A TAT
2

TPasando al limile para | As | >0, obtenemos de aqui
[ | = 1B I

Bl vector B’ os perpendiculara B pues ' = (klzﬁ’)' =
= (. Es ficil ver que también s perpendicular u v, En
efecto,

fr=(r X v =1 Xv+aIxv.

Pero ©' || v. Por esto i’ = © X v, do donde resulta que
p’ es perpendicular a t. Bs decir, el vector f° es paralelo
al vector v y, por consiguionte,

o | = | (B'¥) |
Tomando aqui v = :—lr" yp== :‘ir ., obtenemos
P G P 1|
| g = Lo Ze L

Hemos demostrado completamente el teorema.
Definamos ahora la forside de una curva,
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Fig. 18

Del pacalelismo de los vectores B y v so deduce que
el plano esculador gira alrededor de la Lungonte a la
curva cuando se desplaza a lo largo de la corva en el
sentido de los valores crecientes de s. IBn vista de ello,
definiremos la lorsion de la curva mediante la igualdad

kszi[kal

¥ tomaremos el signo (+) si el plano wsculador gira del
veelor B hacia el veclor v (lig. 18} y el signo (=) si gira del
veclor v hacia el vector fi. Definiendo de este modo la
torsion de la curva, tendremos &y = f'v o

IO
ki 2

Hallemos la fécmula pars la torsién de wna curva en
el caso de cualquicr parametrizacidn regular » = » ().
Tenemos

re=r't', rL=rti4 el
o =1"" {2, ¥},
donde {#', »"} es nna combinacidn lineal de los veclores
' y #". Introduciendo en la f6rmnla parak, las expresio-

o " 1
nes halladas para ¢, 95 y 245 y obseryando que 12 = 7
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obtenemos
{r's v, 1)
AT

,ch::.-..

Para terminar este pardgrato, hallemos todas las cur-
vas que ep cada punto tienen torsién nula. Tenemos

Jeg = p'v = 0.

Como, ademés, p'r =0 y p’'B = 0, resulta que ' = 0,
o sea, f§ = f, = const.

Los vectores © y P son perpendiculares. Por esto,
+'By, = 0. De aqui resulta (2 (s) — 7,) Bo = 0; ello sig-
nifica que la cueva se encuentra en el plano determinado
por la ecuacién veelorial (r — 1) fy = 0.

Es decir, teda curva cuya torsién es nula en cade punto,
es una curva plana. También os valida la afiemacién re-
ciproca.

§ 4. Féormulas de Frenet.
Ecunaciones intrinsecas de una curva

Lag tres semirrectas que arrancan de un punto de la
curva y tienen las direcciones de los veclores v, v y B
son aristas de un dngulo triedro. Este dngunlo triedro se
denomina triedro intrinseco.

Puara estudiar las propiedades de la curva en un en-
torno de un punto arbitrario P, en muchos casos resulta
Gitil escoger ¢l sistema cartesiano de coordenadas tomando
como origen de coordenadas el punto P de la curva y como
ejes de coordenadas, los cjes del triedro intrinseco. Méas
tarde obtendremos la ecuacidén de la curva respecto a este
gistema de coordenadas.

Expresemos lus derivadas de los vectores 1, v y B
respecto al areo de la curva en Lérminos de los propios
veetores 1, v y . Tencmos

T =" = k.

Para hallar §' recordemos gue el vector i’ es paralelo
al vector v y que B'v = k,. De agui gne

B = kyv.
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Finalmente,
v=pBxXt)=pXt+phxX1t =
=kv Xt 4+ Xv=— (-} fcaﬂ)-
Las férmnlas
v o= kyv,
v = —kr  —Ip,
B = kv

se denominan férmulas de Frenet.
Hallemos la descomposicién del radio vector
» (s 4 As) ep un entorno de un punto arbitrario P corres-
pondiente al arco s respacto a los ejes del triedro intrinseco
en este punto. Tenemos
As?

1 (s+As) =7 (5) 4 Asr’ (s)+b%zr"(s}++l-;—-r"'(s)+ W

Pero en cl punte P se tiene » =0, »' = 7, +" = kv,
P =kv — kit — kkyB, ..., ete. Lnego,

r(s+As)= (ﬁs-—"{sﬂﬁ— ...)1’-{-

(AP ) v (-2 )

Tomando come ejes z, y v z del sistoma cartesiano
de coordenadas la tangente, la normal principal y la
hinormal, ebtenemos de agui la ccuacién de la curva
referida a los ejes del triedro intrinseco

2
zmt.\.a—#—{—...,

kAR |, KA
=S A
s:_hicgﬂﬁ_l_“l

Las proyecciones de la curva sobre los planos del
triedro intrinseco cn un entorno de su vértice se deter-
minan por los pares correspondientes de estas ecuaciones.
El carficter de las proyecciones para fy =50 y k5= 0
puede verse en la fig. 18,
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i‘

Fig. 19

Hemos visto que los cooficientes del desarrollo de la
funeidén » (s + As) en serie de potencias de As se expresan
s6lo a través de la curvatura y la torsién de la curva.
Feto permite suponer que la curvatura y la torsion deter-
minan en cierta forma la eurva. LEfectivamente, tiene
lugar el siguiente teorema.

Teorema. Sean ky, (s) y %, (5) dos funciones regulares
cualesquiera con la particularidad de que Iy (s) > 0. En,
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tonices existe y es dniea, salvo la posicidn en el espacio, la
curva para la cual ky (s} es la curvatura y kq (s) es la lor-
sién en el punto correspondiente al arco s.

Demostracién. Si la curva, cuya existencia afirma ol
leorema, realmente oxiste, los vectores unitarios T (s),
v(s), ¥ B (s} de la tangente, ln normal principal y la
binormal satisfacen el sistema de ecnaciones diforen-
cinles

g, = kinr
W=—ki — kg, (=)
U=k

en virtud de las férmulas de Frenet.

Por eso, para busear la carva que nos interesa (de
curvatura ky (s} y de torsién &, (s)) resulta natural anali-
zar las soluciones del sistema (x).

Sea §(s), n(s) y £ (s) la solucién de este sistoma gue
satisface las condiciones iniciales § =&, n =1, y
£ =L, para s = s,, donde &, 0, v L, son tres veclores
unitarios reciprocamente perpendiculares de produclo
mixto (&, n,. &) = 1.

Demostremos que para s cualquiera los veckores
E (s), m (s) ¥ & (s) son unitarios y reciprocamente perpen-
diculares y que (& 3, L) = 1. Calculemos para ello
(8, %, {8, (5n)'. () y (5&)'. Empleando lus
ecuaciones del sistema, oblenemos para estas derivadas
las expresiones signientes:

(8" = 2k (8), (&m)" = ka (0%) — Ky (8%) — &, (8D),
M) = ~2k (&) — 2k, (n). )" = &y (%) —
— kg (8% — ki (8E).

(B9 = 2ky ), (58" = K1 (&) + Ky (E).

Considerando estas igualdades como un sistema de
ceuaciones diferenciales para &%, %%, L%, Em, ng y GE,
vemos que le satisfacen los valores B2 =41, 9% =1,
B2 =181 =0, =0y tE =0, Por otro lado, a este
sislema le satisfacen los valores E* = &% (s), m° =

=1 () ..., (£ = & (5) € (5). Ambas soluciones coin-
ciden para s = s, y, por consiguiente, coinciden idén~

il
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ticamente en virtud del tecorema de unicidad. Es decir,
para todo s

g =112 =1..., HEH=0

Demostremos que (E (s), 1 (s), & () = 1. Puesto que
g, m y & son vectores unitarios reciprocamente perpendi-
culares, se tieme (&, M, §) = =<1. El producto 'mixto
(E, M. §) depende continuamente de s y es igual a +1
para s = s, por oso, es igunal a -1 para todo s.

Consideremos ahora la curva y definida por lu neuncién
veetorial

3

r= S E(s)ds,
0

Observemos, ante todo, que la paramelrizacién de la
curva p es intrinseci. En efecto, la longitud de arco del
segmonlo sys de la curva yes igual a

‘. L3
J 17 (9))ds= [ 155} 1 ds=s5—s0.

Bl 0
La enrvatara de laenrva yesigual a | " () | = | £ (3)]=
=y (s). La lorsién de la cueva p os igual a

gty (& kM kbR

I’H kf
(&, kym, kyn-fy (— FaE—Fal))
sy L k!f i == Joy (8).

Es deeir, en el punto correspondiente al arco s la
curva ¥ Liene la curvalura & () y la torsién &; (s},

Hemos demostrado la existencia de ka eurva. Demos-
tremos la unicidad.

Soun y; ¥ ¥, dos curvas que en los puntos gorrespondien-
Les al arco s tienen las mismas curvaturas &y (s) y torsio-
nes k, (s). Hagamox (que coineidan los puntos de las curvas
Y1 ¥ Vg correspondientes al arco s, y los Lriedros intrin-
secos en eslos punios, Sean Ty, vi, h ¥ Ty ves By 108 veclo-
res unitarios de lax tangentes, las normales principales
y las binormales de las curvas y, y vy, respectivamente,
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Las ternas de funciones vectoriales =, (s), w; (s),
e (s) v T (5), vwa (5), By (5) son soluciones del sistema de
pcuaciones para §, ¥ §. Los valores iniciales de cstas
soluciones coinciden. De aquf se deduce que las soluciones
coinciden idénticarmente. En particular, w (s) = 1, (s),
o sea, 14 (s) = »} (s). Integrando osta igualdad entre los
limiles s, ¥ 5, obtenemos

7y (s) = vy (9).

Es deeir, las curvas y; y y, difieren sélo por su posi-
cidn en el espacio.

Hemos demosirado completamente el teorema.

[l sistema de igualdades

by =k (8) v ky=1Fky ()

se denomina ecuaciones indrinsecas de la curva. Segim el
teorema demostrado, le curva se determina por lus ecua-
ciones inirinsecas univocamenle a menos de un desplazu-
miento.

§ 5. Curvas planas

En este pardgrafo consideraremos la circunferencia
osculatriz de una curva plana, la evoluta y la evolvente.

Sean y una curva plana y P un punto sobre la misma.
La circunfercncia » que pasa por ¢l punto P se denomina
circunferencia osculatriz de la curva y en cl punto P si
la curva tiene en este punto un contacto de orden dos con
la circunferencia. El centro de la circunferencia oscula-
triz se denomina centro de curvatura de la curva.

Hallemos la circunferencia osculatriz de la curva regu-
lar y en un punto P donde la curvatura es distinta de
cero. Sea r = r (5) la parametrizacién intrinseca de la
ciurva, La ocuacién de una eircunferencia cualquicra es

(r— @) — R* =0,

donde @ os el vector del centro de la circunferencia y.
R es el radio.

Sogiin: ¢l teorema del § 4 del capitulo IT, para que la
curva y tenga un contacto de orden dos en el punto P
¢on la circunferencia es necesario y suficiente queen
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Fig. 20

este punlo se cumplan las condiciones siguientes:
(»(s)—a)p—R2=0,
L {r()—aP—R)=2(r(s)—a) (s =0,
T':;— {(7(s)—a)— R%} =242 (s) +- 2 (7 (s)—a) »" (s) = 0.

De estas tres condiciones, la primera significa que cl
punto P pertenece a la circunferencia. La segunda condi-
cién permite ver que el vector (» {s) — &) que va del cen-
tro de la circunferencia al punte P os perpendicular a la
tangente a la cwrva; ello significa que el centro do la
circunferencia se encuentra en la normal a la curva
(fig. 20). La tercera condicién determina el radio de la
ciccunferencia. En cfecto, se tiene »* () =1y »" {s) =
= kv; puesto que |» (s} — a | representa en el punto P
el radio R de la circunferencia y pucslo que el vector
(v (5) — e) o8 paralelo al vector v, resulta 1 — Rk = 0.
Es decir, e) radio de la circunferencia osculatriz es igual
al radio de curvatura de la curva, De aqui se dednee
que no cxiste circunferencia osculatriz de la eurva en el
punto P si la carvatura cn el punto P es ignal a cero.
En este caso la circunferencia degenera en una recla y la
tangonte a la eurva tiene con la cnrva un eonlacto de
orden dos.
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[lemos encontrado el radio y la posteisn del contro de
la circunferencia osculatriz. Definamos abora la evoluta
de la curva.

Se denomina evoluta de una curva el lugar goométrico
de los centros de curvalura de la curva.

Hallemos la ccuacién de la evolula de una curva re-
gular y. Sea # = » (s) la parametrizacion intrinseca de
la enrva. Entonces el vector del centrn de ewrvatura de
ls enrva es

fr=r+%v

Veamos qué representa en si la evoluta do nna curva,
Nos limitaremos a considerar los siguientes casos prin-
cipales:

1. A lo fargo de la curva sc tiene %' (s) > 0 o bien
k' (8 << 0y k& (s) no se anula.

2. A lo largo de toda la curva se tiene &' (s) >0 0
bien & (s) << 0 y & (s) se anula para s = 5.

3. Se tione A'-(s) >0 para s<C 5. &' {s) <O para
§>> 85, k' () =0, k" (50) 5= 0 y & (s) no se anula.

En el primer caso, la evoluta representa una curva
repular sin puntos singulares (fig. 21, a). En efecto,
= (r.;_ %) _z+(——+v( ) )=_v-§%-:/=0.

En el segundo caso, la evoluta se descompone en dos
curvas rvegulares que representan las cvolutas de las
partes de Ia curva y correspondientes s<Zs, y a § >,
(fig. 21, b).

En ¢l tercer caso, la avoluta representla una curva regu-
lar. El punto de la evolula correspondiente al punto s,
de la curva es un punto mngu]ar, ia saber, un punto de
rotroceso de primera especie (fig. 21, ¢). Demostremos
esto,

Para s = s; s tiane
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Referiremos la evoluta a unas coordenadas rectangulares
tomando como origen de coordenadas ¢l punto € (sp) de
la evoluta y dirigondo los ejes z e y segln Ia tangente
y la normal o la curva y ea el punto Q (s,). Escogido el
sistemn de coordenadas de esta forma, tendremos

= b (1) emar

= (1) .

De aqui se deduce que el punto @ (s,) de la evoluta es
un punto singular, concretamente, un punto de retro-
cesn de primera especie.

Counsideremos algunas propiedades de la evoluta.

Sea ¥ una curva rogular para la cual k' (s) es siempre
del mismo signo y k (sh nunca se anula. En este caso,
como homos visto, la evoluta y de la curva y es una
curva regular sin puntos singulares.

Iallemos la longitud de arco del segmento de la evo-
luta correspondiente al segmento 85, de la curva. Tene-
mos

&2 &
- ] iy
Sons)=| |7 |ds= ﬂ(z) |as.
aq a8
Puesto que &' conserva el signo, de aqui obtenemos

-~ 1.
$e 50 =| o)

Es deeir, la longitud de arco de un segmento de la evo-
luta es igual al valor absoluto de la diferencia entre los
radios de curvatura de la curva en los puntos correspondien-
tes a los extremos de este segmento.

Mostremos que la evoluta y es lu envolvente de las
normales a la cwrva y. En efccto, ol punto @ (s) de la evo-
luta se encuentra en la nmormal a la curva en el punto
Q (s). La tangento a ]n evoluta en el punto & (s} tiene Ia
direceidn i+ = v(}‘- y. por consiguienle, coincide con

1a normal a la curva en el punto @ (s).
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Supongamos que la curva viene dada por las ecuacio-
nes

z=uzx(t), y=uy(t).

Hallemos su evolula partiendo de que es la snvolvente de
tas normales a la curva. La ccuacion de la normal es

F—z@)r W+ T—y @)y (=0

Por consiguicnie, la envolvente se determina por las
conaciones

(z—ny2'+@G—yy =0
(=) "+ G—p Y — (=2 +y?) =0.
De aqni oblenemos para x o y las expresiones signienlos:

~ LF r2 — 2 2
e p_ 2ty I ¢ TEAy .
r==F—Y y'z'-——-x"y' e y_'y+:r y'a:"'———-z"y' .

Se denomina evolvente de la curva ¥ la curva § parn
la cual la curva y os la evoluta. Sea » = # (s) la paramelri-
zacion intrinseea de la curva y. Bl vector 7 (s) e wn
punto de In evolvente admite, obviamente, la ropresen-
tacion

v (8) =r(s)+A(s) v (s).
Derivando esta agualdad respecto a s, oblenemos
» =T AT+ Akv.
Puesto que »* es perpendicular a T, de agqni resulta que
L' = —1. Por consiguiente, A = ¢ — s,
Es decir, si la curva liene una evolvente, ésta viene
dada por la ecuacion
=) 4+ 1l —3), (%)

donde ¢ —= const. 138 fdcil ver que Loda curva definida
por la ccuacién (x) tiene como evoluta la curva 7y vy,
por consiguiente, vs para ella la evolvente. La ecuacidn
de ta evolvante en el caso de nna parametrizacion arbi-
traria de la enrva y cs, obviamente,

' (t) —
Ve j V2 (1)dt

> o= () —

8—0209
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Fig. 23
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o en forma escalar

~ ' (8) [ a: yroormeer e
T=z (z)_v‘_x;ﬁ"—“ﬁs—:ﬁ 5 V22 () (@) dt,

ol _ ¥ (D 5 I T
r=v -y —=n VEE@m+y 2 Bat.

Un procedimiento claro que permite ver c6mo se forma
Ia evolvente es el siguienté. Imaginemos un hilo inex-
tensible arrollado sobre la parte de la curva y correspon-
diente a s << ¢ con un extermo en el punto @ (¢). Si desarro-
1lamos el hilo tirando de su otre extremo, este extrema
describird la evolvente de la curva (fig. 22).

Veamos gue vepresenta la evolvente en dos casos
principales:

1) k (s) no se anula para todos los puntos s <Cc de
la curva;

2) k (s} se anula sblo para s = s siendo k' (s) 5= 0.

En e] primer caso, la evolvente es una eurva regnlar
carente de sigularidades. Efectivamente,

r={r—-(—-c)1) =—(s—c)hkvs=0

En el segundo caso, la evolvente es también una curva
regular pero el punto Q (s;) de la evolvente es un punto
singular; a saber, un punto de retroceso de segunda espe-
cie {fig. 23). Para demostrar esta afirmacién basta refe-
vir la evolvente al sistema cartesiano rectangular de coor-
denadas que se obtiene tomando como origen de coordena-
das el punto @ (s;) y como ¢jes de coordenadas las rectas
paralelas a la tangente y a la normal a la curva y en el
punto Q {s).

EJERCICI0OS PARA EL CAPITULO 111

i 1. Hallar la longitud del segmento —g < r < o de la paréd-
ala

y—bx?
2ab }/ 14-4a2b24-In (2 ab |/ | 4 4a22)
2

Respuactn. & =

2. Hallar la longitud del sogmento da la corva
z=acht, y=uasht, a= at
comprendido entro los puntos 0 y .
o*
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Respuesta, s = a Zah b,
4. Nallar la longitud de avco de la astroide
r=acost, y = asen®t.
Respursia. s = Ba.
4. Mallar La longitnd del scgmentn O < ¢ <2 2 de In eicloide
z=af{t —sent), y=a(l —cost).

fespuesta. & = Ba.
5. 1lallar la f6rmula para la longitud de arco de nna cwrva
definida en coordenadas polares por la ecuacinn

p=rp{H.
L7
Respuesta. s (O, &) = 51.[ p? -+ p'? dih
1
i, Tallar la carvatura de la curva

g=t—sent, y=1—cost, ==4aen%.

Respuesta. ky = -i-l/t -} sen? _,%. ;

7. Hallar la curvatura de la curva definida por Jas ccuaciones

en forma implicita
-+ shz=seny4 p
sttt In(dd a4 1

en ol punta {0, 0, 0}

Respuesta, ky = J’%

8. Hallar la enrvatura y la torsion en o ponto atbitrorio de
la eurva dada vn el ejercicio 2,

1
Respuesta. by = gogs ¥ &= grcnit
9. Caleular la torsion de la curva
z=—achtcost, y=nachisent, z = at.

Respuesta.  ky — —a ch .
10. Probar que son constantes la curvatura y [a lLorsion de nna

hélice simple.
11. Hallar la [frmula para Ja curvatura de uoa curva plana
dada por una ocuacién en coordenadas polares.

i+ ()

p! i'a
(+(5))
12. Mostrar qne es constante la torsién de la curva
= aSb (0 X ¥ @ dr,

Respuest ky=

2
H
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donde & (¢) es una funcién vectorial que satisface las condiciones
o)) =1y |0 ()| == U0 y a= const.

13. Mostrar que es constante la razoén entre la curvatura y la
torsién de la curva

& = aS aen o (8} dé, y = aEmsa {8y db, o= bl
{4. Hallar la evoluta deo la pardbola
y¥ = 2pa.
Respueste. La paribola semictibica 27py? = 8 (z — p).
15, Mallar La ovoluta de la tractriy
xz-—u(lu lg ‘T-{—cnat), y=asuut,
ftespuesta. La calenaria gy = a ch % i
t6. Hallar la evoluta de la astroide

2 z
laf® ()" =1,
2 E
Respuesta. La astroide |z+4p|® - |z —3p s
17, Vallar las evolventes de lo circunlerencia
22 g = R

Respuesta. v = I (cos  + (& — ¢) son B),
y == R (send — (# — ¢} cos d).

18. Hallur Lodas tas curvas planas de ecuacidn intrinseca dada
k= k (s}

Respuesia. 1 = S sen o (s) ds, p = j cos a (5) ds, donde
o (8) 5 k (s) ds.

PROBLEMAS Y TEOREMAS PARA Ef CAPITULO I11

1.Una funcifn f (1) definida en ol intervalo a <! <b se
denomina funcién do variacion acvtada si para cualesguiora
By, By ooy by, lales que a <y <y << ... <1, <b las sumas

g 17 (ta) =1 (taes} |

resultan uniformemonte acotadas.
Demostrar que la curva y es rectificable si, y adlo si, admite
en un entorno de cada uno de sus punios una parametrizacion de
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tipu
z=z () pe=y () 3=z
dondy z {8, y (0 y 2 (1) son funcienes de variacién ucotada,

2. Supongamos que lu curva posec una de las cuatro propieda-
des siguientes

1) las tangentes a lu curva forman un dngule constante con
ciorta direccidng

2) las binormales u la curva forman un dngulo constunte con
ciortn direccidn;

] 3} las normales principales a In curva son paralelas a cierto
uno;
4 4) es constante el cocicnte entre la curvatura y Ju torsion de
la curva. Demostrar que la curva pesee entonces lag tres propieda-
des restantes.

Hallar Ja forma general de la curva que tiene estas propiedades.

3. Demostrar que la surva #s una hélice simple si su curvatura
y Lorsién sou constantes y diferentos de cero.

4. Dadas dos curvas, demostrar que ambas son planas si entre
los puntos de Jas mismas oxiste una correspondencia hiunivuen tal
Hpa eoinciden las binormales a las curvas en los puntos correspon-

1ontes.

5. Domostrar que toda curva de torsidn constante y do cur-
vatura distinta de cero puede ser representada por la ecuacion
vectorial :

r= cS b (f) X b (1) dt,
donde b (2} os una funeién voectoriul que satisface las condiciones
(D)) =1yd ()0

6. Heconstruir la curva si se conoce una de las tres funciones
vectorinles T {s), v {s) o P (s).

7. Si entre los puntos de dos curvas se puede cstublecor una
correspondencia tal que las tangentes a estas curvas en los puntos
correspondientes ssan paralelas, también serin paralelas las nor-
males principales y las hinormales. Demostrar.

8. Las curvas y, ¥ 7, s¢ denominan carvas de Bertrand si
ontre las mismas so puede éstablecer una correspondencia puntaal
biunivoca tal qué coincidan lag normales prineipales en los puntos
correspondientes.

Probar las siguientes propiedades do las curvas v, ¥ y.!

a} la distancia entre los puntos correspondientes a'ic las curvas
91 ¥ 74 08 constante;

i I:E 1as tangentes a las curvas ¥, ¥ ¥, en los puntos correspon-
dientes forman un dngulo coustante;

¢} la curvatura y la torsién de cada una de estas curvas veri

fican la relacién
g sen Ok, — a cos tky = sen &,

donde a o3 la distancia entre los puntus carrespondientes de las
curvas®y, y v,y % es ¢l dngulo entre las tangentes en los puntos co-
rrespondientes,
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9. Demostrar gque la curva e¢s una curva de Bertrand si su
curvatura y torsion verifican la relacién lineal
a sen & ky — a cos Bk, = sen 9.
10. Demostrar que es ufia ¢uiva de Bertrand la carva defini-
da por la stnacién veetorial

= 55 e(t,ldr+b5 e (t) X e (1) dt,

donde e (t) es una funcién vectorial que satisface las condiciones
le®l=1y1e (t)| =1. Reciprocamente, toda curva de Ber-
trand puede ser definida por una ecuacién vectorial de este tipo.

11. Supongamos que la curva y, se ohtiene de la curva y, por
efocto de una transformacién proyectiva, Domostrar que Siendo
igual a cero la curvatura (la torsién) de la curva y, en el punto P,
también serd igual a cero la curvatura (respectivamente la torsion)
de la curva y, va el punto correspendiente.
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SEGUNDA PARTE

Teoria
de superficies

CAPITULO 1V
CONCEPTO DE SUPERFICIE

§ 1. Superficie elemental.
Superficie simple. Superficie general

Una region del plano se llamard region elemental si
vg la imagen de un cireulo abierto obtenida por nna aplica-
cion topoldgica. O sea, una regién elemental es una re-
wién homeomorfa a un eirculo.

Sea v una eurva cerrada simple en ¢l plana. Es bien
conocido el teorema de Jordan de que toda curva eerrada
simple divide el pluno en dos regiones siendo Trontera de
cada una de éstas. Una de las regiones es finita y la otra
infinita. Rosulta que Fa regidn finita es homeomorfa a un
circulo. Bs deecir, el conjunto interior de un cuadrade, de
un rectdngulo o de una elipse represenian regiones elemen-
tales.

Definamos la superficie clemental,

Un conjunto @ de puntos del espacio s denominara
superficie elemenial si es la imagen on el espacio de una
regién elemental en el plano obtenida por una aplicacidn
topoldgica.

FSea @ una superficie elemental y sen @ la region cle-
mental en el plano cuya imagen por ta aplicacién topo-
logica f es la superficie @. Sean « y ¢ las coordenadas
cartesianas de un punto arbitravio pertencciesite a la
region y sean z, y v z las coordenadas del punto correspon-
diente de la superficie. Las coordenadas z, y y z del
punto de la superficie son funciones de las ecoordenadas
del punto de la regién G:

r=f{u, v), y =1, (u, ) y 2 =7, u, v). (%)
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§1] SUPERFICIE ELEMENTAL 80

Este sistema de igualdades quoe define la aplicacién f
de la regién G en el espacio se denomina “ecuaciones de
la superficie en forma paramétrica; u y v se denominan
coordenadas curvilineas sobre la superficie.

Para uo v fijados, las ecuaciones (s) determinan una
curva que se encuentra sobre la superficic. Estas curvas
se denominan lineas coordenadas.

Un conjunto @ de puntos del espacio se denomina su-
perficie simple si este conjunto es conexo y si todo punto X
del mismo tiene un entorno & tal que la parte de @ per-
teneciente a @ sea una superficic eJemental.

Toda superficie elemental es una superficie simple.
Pero las superficies simples no se limitan ni mucho menos
a las superficies clementales exclusivamente. Por cjem-
plo, la esfera es una superficie simple pero no elemental.

La estructura global de las superficies simples no
puede deseribirse de un modo tan general y sencillo como
en ¢l cago de las curvas simples. La siguiente considera-
¢ién permite hacerse una idea acerca de la variedad de las
superficics simples. Si de una superficie simple arbitraria
se extrae cualquier conjunio cerrado de puntos de modo gue
no se altére el cardcter conexo de la parte restanie, esta
parte restante serd también una superficie simple.

Una superficie simple se denomina completa si el
punto limite de cualquier sucesién convergente de puntos
du la superficie también es un punto de la superficie. Por
ejemplo, la esfera y ¢l paraboloide son superficies comple-
tas mientras el segmenio esférico no es una superficic
completa (se trata del segmento esférieo sin la circunfe-
rencia que lo limita).

Si una superficie simple completa es finita, se deno-
mina corrada. Aparte de la esfera, es una superficie cerra-
da, por ejemplo, el toro, o sea, la superficic engondrada
por una circunferencia que gira alrededor de una recta
que pertenceo al plano de la circunferencia y no la corta
(fig. 24).

Definamos el concepto de un entorno de un punto sobie
una superficie simple.

Se denomina entorno de un punlo X sobre una super-
ticie simple @ la parte comidn de la superficio @ y de
un enltorne vspacial del punto X. Segin la definicién,
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90 CONGEPTO DE SUPERFICIE [Cap. TV

Fig. 24

todo punto de una superficie simple posee un enlorno que
¢s una superficio elemental. Al referirnos en adelante a
un entorno de un punto de una superficie, ontenderemos
por él un entorno elemental de este tipo.

Un conjunto @ de puntos del espacio se denominard
superficie general si ¢s 1a imagen de una superficie simple
obtenida per una aplicacién localmente topolégica de
la misma en el espacio.

Diremos que la aplicacién f; de una superficie simple @,
y la aplicacién f, de una superficie simple @, determinan
una misma superficie general @ si entre los puntos de
las superficics @, y @, puede establecerse una corres-
pondencia topolégica tal que coincidan en 1a superficie @
las imégenes de los puntos correspondientes de estas su-
perficies.

Supengamos que la superficie general @ es la imagen
de la superficie simple @ obtenida por la aplicacién
localmente topoldgica f. Denominaremos entorno del
punto f (X) sobre la superficie @ la imageu de cualquier
entorno del punto X sobro la superficie @ obtenida por
1a aplicacion f. Puesto que la aplicacion f es topolégica
en un entorno suficientemente pequefio del punto X,
resulta que f (.X} posee sobre @ un entorno que constituye
una superficie elemental. De este modo, el estudio «localy
de cualquier superficie se reduce a la consideracidn de wna
superficie elemental,
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§ 2. Superficie regular.
Representacifn analitica de una superficie

De la definicién de superficie general so dedute que
para cada punto de la misma existe un entorno que
constituye una superficie elemental.

Una superficie @ se llamar4 regular (& veces diferen-
eiable) si parn todo punto de esta superficio existe un
entorno gue admite una parametrizacién regular, o sea,
puede ser representado por unas ecuaciones en forma para-
métrica

z=1f (. v, y=7f(w v), z=701{{ v,

donde f. f, v f, son unas funciones regulares (k veces
continuamente diferonciables) definidus en una regién
elemental @ del plano np. Siendo & = 1, la superficie se
denomina suave. :

Una superficie se llama anralitica si admite una para-
metrizacién analitica (f,, fy v f; son funciones analiticas)
en un entorno suficientemente pequefio de cada uno de
gns puntos, ;

En Yo sucesivo consideraremos superficies regnlares
exclusivamente.

Segtin la definicién, una superficie regular puede ser
reprosentada en un entorno de cada uno de sus puntos
por las ecuaciones en forma paramétrica

=2 (u v), y=1ylu v), z=zu v)

donde x (1, ©), ¥ (%, v) y % (u, v) son unas funciones re-
gulares de las variables © y v definidas en una regi6n
G del plano ur. De un modo natural se plantea la cues-
tién: jeudndo el sistema de igualdades

z=2z(u v, y=1yu v), 3=z, ),

donde x (u, ), y (u. v) ¥y 2 (4, v) son unas funciones re-
gulares en una regién G del plano up, determina una
superficie? fn muchos casos la respuesta se obtiene del
teorema siguicute.

Teorema. Si x (u, v), ¥ (u, v) vy 2z (v, v) son unas fun-
ciones regulares en una regién G del plano uv tales que e}
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(xu Mo 5u)
Ly Yo Iy
es Igual a dos en todo punto de G, enlonces el sistema de

igualdades
cs=2zu v, Y=y v), z=2z(@u v

rango de la matriz

define una superficie ®. Esta superficie es la imagen deln
superficie simple G que se obtiene por la aplicacién local-
mente topolfgica que asocia al punto (u, v) de la regién
G el punlo del espacio con las coordenadas z (u, v), y (u, v)
y 3 (u, o).

Es obvio que cn este teorema requicre demostracién
s6lo la afirmacién de que la aplicacién indicada es local-
mente inyectiva. Demostremos esto.

Supongamos quc la afirmacién es falsa; entonces exis-
te un punto (g, v,) de la region G tal que en cualgnier
entorno suyo, por pequefio que sea, se pueden sefialar
tos punlos distintos (1, v;) ¥ (g, vy) tales que
x (”Iv vl) - (uzn u‘}.) = 0! ¥ (u'h vl) —ff (u’l! vg) 7. 01

%z (ua, V) — 2 (ug, vg) = 0.
Tenemus

z{tty, v1) — & (s, Vo) = (2 (g, v3) — 2 (uy, va))+
+ (@ (g, Vo) — 2z (uy, 1)) =

= (V1 — ) Ty (g, $y)+ (g — uy) 2, (B}, vo) =0.
Andlogamente,
Yy, v))— U (4, vg) =

= (g — va) Yo (s, Ba) + (e — us) yu (¥, 02) =0,
2{uy, vy) —2(Us, V)=

=0y —v3) 25 (g, Bg) -+ (Ug—ug) 3, (5, vo) =0.

Toniendo’en cuenta que u;, — uy ¥ », — v, no se anulan
simultineamente, de las tres igualdades obtenidas dedu-
cimos que ol rango de Ia matriz

(x.ﬂ (&;| v'!} Yu ('0;, 3’3) Zu (1};' lr'g)
Ly (ul.! ﬁl) Yo (Ml, ﬁ&] 8y {ul! ﬂ’!}
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es menor que dos, o sea, que son iguales a cero sus deter-
minantes de segundo orden. Debido a la continuidad de
las funciones z,. Ty « . ., %y, de aqui se deduce que
todos los determinantes de segundo orden de la matriz

(xu Yu zu)
Ty Yo o
son iguales a cero en el punto (u,, ¥,), o sea, el rango de
Ia matriz es menor que dos. Llegamios a una contradic-
cién. Hemos demostrado la proposicion.

Con una scleccidn adecuada de los cjes de coordenadas

z, ¥ ¥ %, algunes superficies admiten Ta parametrizacion
de toda la superficie en forma

z=u, y=v z=Ff(u o)

donde f (u, v) ¢8 una funcién definida en una regién &
del plano wv. Las ecuaciones de esta snperficie pueden
representarse en forma equivalente z = f (z, y).

Este tipo de parametrizacién de la superficie se carae-
teriza por su claridad. La corrsspondencia éntro los pun-
tos de Ja superficie y los puntos de la regién del plana
zy se obtiene proyectando mediante rectas paralelas al
ejo z.

Diremos que una superficie O viene definida implici-
tamente por la ecuacidn

¢z y 2 =0

entendicndo con ello exclugsivamente que las coordenadas
de Jos puntos de la superficie satisfacen la ecuncién dada,
con la particularidad de que pueden existir puntos del
espacio quo satisfagan la ecuacién dada y no portenezcan
a la superficie @,

En el estudio de las superficies definidas por la ecua-
cién @ (z, y, z} = 0 desompefia un papel importanto cl
teorema siguiente.

Teorema. Sea o (x, y, 2) una funcién regular de las
variablesz, y y z. Sea M el conjunto de los punios del espacio
que satisfacen la ecuacion ¢ {z, y, 2) = 0 y sea (2o, Yo 2y)
un punto de este conjunto en el que ¢ + ¢f + @f 5= 0.
FEntonces el punto (g, Yo 2p) Posee un ento no tal gue lodoss
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los puntos del conjunto M pertenecientes a él forman una
superficie elemental regular.

Demostracién. Supongamos, para concretar, que
@, 5= 0 en el punto (z,, Yo, Z). Segin el teorema de las
funciones implicitas, existen unos numeros § y e, mayores
que cero, y una funcién regular ¢ (z. y), definida en la
regibn |z —x, | <<8 e |y — y, | < §, tales que todos
los puntos (z, y, ¥ (&, ¥)), bz — 2 | <8 [y — 4 | <
< 8, satisfacen la ecuacién ¢ (z, y, z) = 0 y, ademés,
con estos puntos se agotan los puntos del paralelepipedo
|2 — 2 | <8, |y—yp|l<<b. |z2—132|<e que sa-
tisfacen la ecuacién @ (z, y, z) = 0. La superficie ele-
mental de la que trata el teorema viene definida por la
ccuacién

=1z p), |7 =2 | <8, |y—ys|<b.
Hemos demostrado el teorema.

§ 3. Parametrizaciones especiales
de una superficie
Toda superficie regular en un entorne de cada uno de
sus puntos admite un confunto infinilo de parametirizacio-
nes.
En efecto, sea
z=z(u,v), y=y@ v, 2=z

alguna parametrizaciébn de la superficie en un entorno
del punto @ (u,, vy).

Si @ (o, B} ¥ ¥ (e, B) son unas funcicnes regulares
arbitrarias que satisfacen en el punto {a,, B,) las condi-
ciones

up= @ (tg, o), Vo=1p (%, fo)s |::: izl’i“ 0,
entonces _las acua_ciones
z =z (p(a B), b B
y = y.(9 (@ B P (= B,
z =z (p (2 B), ¥ (= B)
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también ofrecen una parametrizacién regular de la super-
ficie. Esto se deduce de un modo evidente de que las
férmulas i )

u=g( B yv="=lz p

definen una aplicacién topolégica de un entorno suficien-
temente pequefio del punto (@, Bs) del plano «f en
un entorno del punte (u,, v,) del plano uv.

Al estudiar las superficies regulares, resulta a veces
Gtil valerse de parametrizaciones especiales. Considere-
mos las m4s usuales de éstas.

Teorema. Sean ® una superficie regular y

z=z{w v), y=yu v), z=2z(u,r)
una parametrizacién regular suya en un entorno del punto
P, Supongamos que en ¢l punto P es
Ty HYu
Ty Yo

Entonces en un entorno del punto P la superficie O puede
ser representada por la ecuacién

z=f(z, yh

donde | es una funcidn regular,

Demastracién. Segiin el teorema de las funciones impli-
citas, existen unas funciones regulares u (z, ¥) y v (z, v)
que introducidas en las ecuaciones z = z (u, v) e y =
= y (u, v) convierten estas iltimas en identidades,

Puesto que

== 0.

Ty Yul| [Ux Vn

. =1
Zo Yol 8y vy
resulta que
Uy Ux
iy Vy,qeo-

Introduciendo unos pardmetros nuevos o y f} mediante
las férmulas

u=ulx p) v v=rvie B\
obtenemaos

z=a, y=Pp z=z(@u(x B), vz, )
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0, que es lo mismo,
z = f(z, y)h

Hemos demostrado el teorema.

Teorema. Sea ® wna superficie regular y sea u y v
una parametrizacidn regular suya. Supongamos que en
un entorno de un punio (4, vy) se dan dos ecuaciones dife-
renciales

Ay (u, v)du+ By (u, v) dv=0, }
Aq (i, ) du+ By (u, v) dv=0, ()

cuyos coeficientes satisfacen en el punto (u,, v,) la condicion
4, B,

Entonces la superficie ® puede ser parametrizada en un
entorno de este punto de modo que las lineas coordenadas
sean las curvas integrales de las ecuaciones ().

Demostracién. Podemos aceptar, sin perder generali-
dad, que A, 5= 0 y B, == 0. Sea v = ¢ (a, u) la solucién
de la primera de las ecuaciones («) que para u = u, es
igual a &« y sea u =¥ (B, ») la solucién de la segunda
ecuacién que para v = v, es igual a B. Las ecuaciones
v=9(z u) ¥y ©=19(p v) en un entorno del punto
(uq, vy} pueden resolverse respecto a o y B, respectiva-
mente, ya que

= 0.

&
%=1=ﬁ0 para =1,

2
%=1;‘=0 para U= Uy,

Sean @ =a (u, ¥) y p = J} (u, ) estas soluciones.
Mostremos que
ay Pu
ay B

Puesto que « (i, V) = const es la integral de la pri-
mera ecuncién (s); las ecuaciones

Aydu + Bydv =0 y aydu + a,dv =0

=)
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resultan compatibles; de aqui que

&y
Analogamente
' 4, B,
=0,
. ﬁ“ ﬁv
Si suponemos que
Chy Ty 0
Bu PBol 7
obtendremos inmediatamente que
Ay B,
lo cual es imposible. Luego,
Oy Uy
0.
B BT

De aqui se deduce que « (&, v) ¥ B (¥, v) pueden to-
marse como nuevos pardmetros en la superficie. Si pro-
cedemos asi, las lineas coordenadas (o = const y P =
= const) serdn curvag integrales de las ecuaciones ().

Hemos demostrado el Leorema.

Nota. Bl sistema de ecuaciones (x) que figura en el
enunciado del teorema suele darse con frecuencia median-
te una sola ecuacién de segundo orden

Adu® -+ 2B dudv + C di* = 0.
La condicifn respectiva que se impone a los coeficientes
se reduce a la dosigualdad

AC — B2 < 0.

§ 4. Puntos singulares
sobre una superficie regular

Un punto P de una superficic regular se denomina
regular respecto al grado de regularidad % dado si en
un entorno de este punto la superficie admite una para-
metrizaeién k veces diferenciable

z==zu,v), y= (u! U), 2 :z{u" v)
7—0209
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que satisface la condicidn: el rango de la matriz

(:ru Yu zu)

Ty Yo Zp
es igual a dos en el punto P. En el caso contrario, el
punto P se denomina singular. Una linea sobre la super-
ficie se denomina linea singular si todos los puntos de
la misma son singulares.

Para las superficies, el estudio de los puntos singula-

res represents un problema més complicado que en el
caso de las curvas. Nos limitaremos al andlisis de los

casos méas sencillos.
Sea

r=zv), y=yv), z=2(u v

una parametrizacién rogular de la superficie en un entor-
no de un punto Q. Supongamos que el rango de la matriz
(-’Cu Yu zu)
xﬂ yﬂ zﬂ
es igual a dos en todo el entorno del punto () salvo el
propio punto @ en el cual el rango es menor que dos.
Emplearemos para la ecuacién de la superficie la
notacién vectorial » = » (u, v), donde # (u, v) =
=z{u, v)e,+yu v)e,+ z2(u, v) ey (e, ¢ ¥ ¢35
son los vectores unitarios dirigidos segin los ejes x, y ¥
z). Entonces la condicién de que el rango de la matriz
mencionada es igual a dos o es menor que dos se reduce
a que r, X r,%0 0 , X 7, = 0, respectivamente.
Consideremos la funcién vectorial
. _TuX ™o 3
=TTl =)
Se comprueba directamente que ella es invariante respec-
to a las transformaciones -de coordenadas con jacobiano
mayor que cero. Si el jacobiano es menor que cero, la
funcién cambia de signo solamente. _
Un punto Q de una superficie serd desde luego singular
si Ep no tiende hacia un limite deierminado cuando P — Q.
En efecto, si ¢ es un punto regular, en un entorno del
mismo se puede introducir una parsmetrizacién (e, B)
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regular tal que 7, X 7<% 0 en el punto @ y, por consi-
guiente para P — @
Ta X7 __ Ty X To
(g Xrg] — [ruXto]
tiende a un limite determinade,
Adelantdndonos un poco, observemos que § (u, vl
es ol vector unitario de la normal a la-superficie en e
punto P. La normal a la superficie se define independien-
temente de cualquier parametrizacién concreta de la
superficie. Si @ os un punto regular de la superficie, la
normal a la superficie en un entorno de este punto depen-
de continuamente de la posicién del punto y, por consi-
guiente, cuando P — @ el vector unitario §p (#, v) tien-
de a un limite determinado que es el vector unitario de la
normal a la superficie en el punto Q.
Ejemplo. El punto (0, 0) de la superficie

1
z=ud, y=0° z=(ub18)°
(fig. 25) es un punto singular. Ts ficil ver que E (u, v)
no tiende a ningin limite determinado cuando uw y v
tienden a cero arbitrariamente.

Supongamos ahora que &p tiende hacia un limite de-
terminado £, cuande P — (. Enlonces el criterio que
acabamos de exponer no da respuesta a la pregunta de si
el punto ¢ es singular o regular.

Sean u, y vy las coordenadas curvilineas del punto
. Tomemos en el plano ¥v un contorno simple pequefio y
que envuelve el punto (u,, v,). Sea v el contorno que le
corresponde sobre la superficie. Proyectemos el contorno
v sobre el plano ¢ que pasa por el punto ¢ y que es per-
pendicular al vector Eg.

El punto @ serd desde luego un punto singular si la
proyeceion y del contorno y sobre el plane ¢ no envuelve
el punto ¢ o lo envuelve mis de una vez,

Supongamos que la afirmacidén es falsa y que Q es un
punto regular. Entonces la superficie admite una para-
metrizaeién » = # (2, B) que satisface en ¢ la condicién
ro X 75 7= 0 de donde se deduce que 7, y 7s son vecto-
res no paralelos y distintos de cero.

T
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Fig. 25

Sea a=oa,+ E() ¥ B=fo-+ n() la ecuacién
del contorno y. Entonces el contorne en el plano ¢ dado
por la ecuacién

r=1(Q)+ §({t) ra Q)+ n () 7 (Q)
difiere poco de y. Pero como este contorno se obtiene
de y mediante una tr?_psfo_rmacién afin, resulta que él,
y por ende el contorno y, envuelve el punto Q de la misma

forma que ol contorno y envuelve el punto (ct, Bo),
0 sea, una vez.
Ejemplo, El punto (0, 0} de la superficie

z=u—1? y="2uv, z=1ub

(fig. 26) es singular. Al recorrer la circunferencia y dada
por la ecuacién u? - 1* = &%, el punto correspondiente de

¥ recorre dos veces la circunferencia 2* + y* = &*. Es
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Tig. 27

decir, v envuelve dos veces el punto (0, 0).
Ejemplo. Todos los puntos de la superficie

r=u, Y=t z=171°

situados en el eje z (v = 0) son singulares (fig. 27). Aqui
el plano ¢ es el plano xy. El contorno v de la circunferen-

cia correspondiente y dada por la ecuacidn (z — a)® -+
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-+ y® = &? se encuentra integramente en el semiplano
¥ =0 (ya que y = v*) y, por consziguiente, no envuelve
ni una sola vez ningdn punto @ (a, 0) del eje z.

Una linea singular del tipo considerado en este ejem-
plo se denomina arista de retroceso de la superficie. Todo
plano perpendicular a la arista de retroceso corta la
superficie a lo largo de una curva para la cual el punto
de la arista de retroceso eés un punto singular; a saber,
es un punto de retroceso. En el ejemplo considerado estas
secciones representan pardbolas semiciibicas.

Para concluir, diremos unas palabras sobre los pun-
tos singulares de la superficie dada por la ecuacién
oz, y 2 =0,

Sefialemos, ante todo, que los puntos singulares de la
superficie”s6lo pueden ser aguellos en los cuales ¢, =
= @y = ¢, = 0. En efecto, si en el punto Q de la super-
ficie una de las derivadas parciales, digamos ¢, es distin-
ta de cero, la superficie admite en un entorno de @ una
paramelrizacién regular de tipo z =} (z, ¥), de donde
resulta que Q es un punto regular.

Supongamos que @, =@, =, =0 en el punto
Q (x4, Yo, 2p) de la superficie. Desarrollando la funcién
@ por la férmula de Taylor en un entorno del punto Q.
obtenemos

g (2 —20) -+ g, (¥ ~ yo)* 4+ ags (2—20)2 -
+2ag (x — z0) (¥ — vo) + 2a53 (x — 7)) (2 —20) +
- 2ag3 (y — po) (z—z0) + R= 0.

Resulta que si la forma cuadritica Xla;;EE; es definida,
o sea, se anula sblo si todos los &, son iguales a cero,
entonces en un entorno suficientemente pequefio del
punte {z,, ¥y, %) no existe otro punto del espacio, salvo
el propio punto (z,, ¥y Z,), que satlisfaga la ecuacién
¢ (z, y, z) = 0. Por esto la superficie @ no puede repre-
sentarse por la ecuacién ¢ = 0 en un entorno del punto Q.

Nota. Frecuentemente se entiende por una superficie
definida mediante la eécuacién ¢ (2, y, z) = 0 el lugar
geométrico de los puntos del espacio que satisfacen la
ecuacién ¢ = 0, Dada esta definicién de superficie, en
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Fig. 28

el caso que acabamos de considerar el punto se denomina
punto singular aislado.

Ejemplo. El lugar geométrico de los puntos que satisfa-
cen la ecuacién (24 P+ 231 — 2t — 2 —2*) =0
consta de la esfora 2% + ¥ 4 2* = 1 y del punto (0, 0, 0)
que es un punto aislado de este lugar geométrico.

Si la forma cunadralica »ya;%,E; es indefinida pero
no se descompone en ol producto de dos formas lineales,
el lugar geométrico de los puntos del ospacio que satis-
facen la ecuacién ¢ (z, ¥, z) = 0 tiene, enuna proximidad
del punto (xg. ¥o. 2,) . la forma semejante a un cono de
segundo orden cuya ecuacién es ¢ (z, vy, z) — I = 0.
Si la superficie se define como el lugar geométrico de los
puntos del espacio que satisfacen la ecuacién g (z, ¥, z)=
= 0, el punto (x,, yy. 2,y) se denomina punto cdnice.
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Ejemplo. El origen de coordenadas es un punto cdnico
del lugar geométrico formado por los puntos que satis-
facen la ecuacién

(& + g+ 2P = 202 (B~ —y?) =0

(Fig. 28).

Si la forma cuadratica Xa;%%; se descompone en el
producto de dos formas lineales, pueden presentarse
distintos casos. El punto puede resultar singular {(por
ejemplo, el punto (0, 0, 0) de la superficie zy — z* =
=) o regular (por ejemplo, el punto (0, 0, 0) de Ila
superficie 2y — xz* = 0). En este caso es necesario estu-
diar los términos posteriores del desarrolle de la funci6n .

Las consideraciones de todos los capitulos siguientes
se refieren Ginicamente a las regiones de superficies con
puntos regulares, En particular, para las parametriza-
ciones empleadas se ‘da por cumplida la condicidn
7, X 7, 5= 0. En lo sucesivo no volveremos a mencionar
esto de modo especial.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PARA EL CAPITULOD IV
1.Hallar la ecuacidén de la superficie formada por las semirrec-
tag que ‘arrancan del punto (a, b, ¢) y cortan la paribola
z=0, ¥ = 2p=.
Respuesta. (bz — cy)® = 2p (z — ¢) (az — cx).
2. Hallar la ecuacién del cilindro circunserito al olipsoide
2 4 4yt 1 92 = 4
y con gencratrices paralelas a la recta z=y = =
Respuesta. (x4 4y -+ 92)2 — 14 (22 4 4p° - 92 — 1) = 0,
3. Hallar el lugar geométrico formado por las proyecciones
del centro del elipsoide

= , p* 5
=ttt =t

sobre sus planos tangentes,
Respuesta. z%a® -+ p2b% + 3% = (1 4 y® - 2
4. Hallar la ecuacion de la superficie que se obtiene al girar
la curva
z=gq(@) z=1pu) y=20
alrededor del eje z.
Respuesta. z =@ (u)cosv, y= ¢ (u)sen v, z = ¥ (u).
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5. La recta g se desplaza en el espacio de modo que se cumplen
las condiciones siguientes:

a) la recta siempre forma un fingulo recto con el eje z

b) el punto de interseccién de la recta g y del eje z se desplaza
uniformemente con una velocidad a3 :

c) la recta gira uniférmemente alrededor del eje 2z con una

velocidad angular .
Hallar la ecuaci6n de la superficie que describe en su movi-

miento la recta g.
Respuesta. x == v COS @u, Yy = VECN OU, 3 = QU
Arr.ﬁ u es el tiempo y v es la distancia del punto de 'la_supm_f-
{icie al ejs z. Esta superficie se denomina superficie helicoidal
simple o helicoide.
6. Tres familins de supsrficies vienen dadas por las acuaciones
@ {x, y, 2) = u = const,
W [z, g, 2) = v = const,
% (z. ¥, =) = w = const,

Demastrar quo si on ol punto {zg, we. 2,) ol jacobiano

D@ % %)
Dz, y, ) #5

las tres familias se pueden definir en un entorno do este punto
mediante la ecuacién vectorial

r=ru v, v).

T.as superficies de las diforentes familias se obtienen tomando u =
== const, v = const y w = const.

7. Se denomina superlicie de traslacién la superficie que se
obtiene por un movimiento de traslacion de una curva a lo largo
de otra. Demaostrar que toda superficia de traslaciin puede ser dada
por la ecuacidn

T @ (u) 4 P (9),

donde @ v P son dos funciones vectoriales una de las cuales dependo
=6lo de u y la otra, silo de v.

8. Probar que es una superficie de traslacién la suporficia
[ormada por el lugar geométrico de los puntos medios do 1os segmen-
tos cuyos extremos pertonccen a dos ecurvas dadas.

9. Hallar la linea singular en la sewdoesfera

u
r=8eN U CO8D, y=—senusenwy, z=cosu-}Intg 5

Respuesta. La linea singular & = -;i 88 una arista de rotrocoso,
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CAPITULO V

ELEMENTOS PRINCIPALES DE SUPERFICIES
RELACIONADOS CON EL CONCEPTO DE CONTACTO

§ 1. Plano tangente a una superfieie

Sean ¢ una superficie, P un punto de la misma y «
un plano que pasa por el punto P. Tomemos en la super-
ficie un punto @ y designemos por d y h sus distancias al
punto P y al plano @, respectivamente.

Diremos que ol plano a es el plano tangente a la super-
ficie en el punto P si el cociente % — 0 cnando Q@ — P
(fig. 29).

Teorema. Una superficie suave @ tiene en todo punto
un plano tangente que es inico. Si v = r (u, v) &5 una para-
metrizacién suave de la superficie, entonces el plano tan-
gente en el punto P (u, v} es paralelo a los vectores =, (u, V)
y 7, (u, v

Demostracién. Supongamos que la superficie @ tiene
plano tangente o en el punto P (u, v). Sea n el vector
unitario perpendicular al plano . La distancia d entre
el punto Q (u + Au, v 4 Av) y el punto P (u, v) es igual
a |7 (u-+ Au, v+ Av) — 7 (u, v) | La distancia del
punto @ al plano « es igual a

| (@ + A, v+ Av) — 2 (u, ) = |
de modo que

B [(r(ed-Aucot Ay —r (e, ) ]
d " [r(u+du, vHA)—r(n, )] °

Por definicién, -;l — 0 cuando Au y Av tienden indepen-
dientemente a cero. En particular,

| (r (6t Au, v)—r(u, v)) 7|

TG T 9= ol — 0 cunndo Au—-0,
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Fig. 29

Pero

| (o (ut+Adu, v)—r{u, )}n| -
|7 (u+ Au, 2)—r (u, v)]

r{u+Au, v)—r(u, u) I

Au | wy (u, 0) 1|
v (ut-Au, vy—n(u, v] [ 7y (2, w) | °
| Au

Es decir,
*, (w, ) n = 0.

Puesto que », (1, v} 5= 0 (ya que», (&, v) X », (¥, v) 5%
= 0), la igualdad », (u, v) n = 0 es posible sdlo si el
vector 7, (u, v) es paralelo al plano a.

Andlogamente se demuestra que el vector =, (u, v)
es también paralelo al plano e« y, como los vectores
7, (&, v) v v, (&, v)=on distintos de cero y no son parale-
los (7, (4, ¥) X 7, (1, ¥) 5= 0), el plano tangente es tinico
si es que existe.

Demostremos ahora la existencia del plano tangente.
Supongamos gue el plano @ es paralelo a los vectores
7, {u, ¥) y vy (u, v). Mostremos que es el plano tangente
a la superficie en el punto P (u, v).
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Tenemos
il | (7 {(u4-Au, v+ Av)—p (u, v)) n | o
4= Tlr (et Au, o Avy—r (4, V)|

_ 1lren) Auc-(ryn) Avtey VARLAE|
| 7oAt 1phv+-2a V BuZ 4 AuZ |

Au Av

ra®) St " VA Tasd +o
.1- Au L Ay e .
“Yawg R VA@RFAm
donde | &, | ¥ | 2, | tienden a cero cuando Aun, Av—- 0.

Supongamos que existe una sucesién de pares Au
vy Av convergentes a cero y tales que el valor que les co-
rresponde ’r—'; >¢& >0. De la sucesién de pares Au y Av

puede despejarse una sucesion contenida en ella para la
cual resulten convergentes las razones

Au v Ap
V a2 A2 EET

Sean t y m los valores limites de estas expresiones. Es
obvio que £ + n? = 1. Pasando al limite de la razén

%sagim la sucesién contenida despejada de los pares Au
y Av, obtenemos

B, Lrum) B Grem) ]

F AR P =) B
Puesto que (r 1) = 0, (r,n) =0 y r,t+rm==0(r,
y 7, no son paralelos), resulta que - —> 0. Pero esto con-

tradice a la hip6tesis de que todos los valores de % anterio-
res al valor limite son mayores que & 0.
Hemos demostrado completamente el teorema.
‘Conociendo la dircccién del plano tangente, es facil
obtener s ecuaciém.

Sea 7 el vector de un punto arbitrario del plano tangen-
te a la superficio en el punto P (u, v). Entonces los vecto-

res r—r(u v), vy V)V, (2, v) son paralelos al
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plano tangente y, por consiguiente, el producto mixto
de los mismos es igual a cero. De aqui obtenemos la
ecuacién del plano tangente

(#—ru, v), 7elu,v), vy, v))=0

Supongamos que la superficie vieme dada por las
scuaciones

z=z{u, v). y=y v, =2z ).

De la ecuacién vectorial del plano tangente se deduce que
la eecuacién del plano tangente correspondiente a esta
forma de representacién de la superficie es

T—z(u,v) J-y,v) Z-z(uv)
T (1, V) Yu (4, U) zy (u, v)|=0.
T, (1, v) Yo (u, v) z; (1, V)

La ecuacidn del plano tangente a la superficie repre-
sentada por la ecuacién z =z (z, y) se obtiene de la
ecuacidon que acabamos de encontrar. Basta observar
que la representacidn de la superficie mediante la ecuacién
2 =z (x, y) es simplemente la denotacién abreviada
de la representacién paramétrica

z=u, Yy=1u, =z (u, v).

Por eso la ecuacidn del plano tangente a la superficie
representada por la ecuacién z = 3 (z, ¥) serd

F—a ;—y Z—2z
1 ] 3z (2, ¥) |=0,
0 1 2, (@, ¥)
o bien,
T—z2—p@E—2—qly—y) =0,

donde por p y g se han designado las primeras derivadas
de la funcion z {(x, y).

Determinemos, por ultimo, la ecuacién del plano tan~
gente para el caso en el que la superficie viene dada por
la ecunacién ¢ (z, ¥, ) = 0. Sea (z, y, z) un punto de la
superficie en el que ¢+ @+ ¢i==0 y sea z =
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=z (4, v), y =Y (¥, v} y 2 = z (4, ) upa parametriza-
ci6n suave de la superficie en un entorno de este punio.
Si en la scuacién de la superficie introducimos z (u, v),
¥ (, v) ¥y z(w, v)en lugar de z, ¥ y3, obtendremos una
identidad respecto a u y v. Derivando esta identidad,
obtendremos en el punto (z, ¥, 2)

@ty + Pl + @2 =0,
Pay + Pyl 1 Py = 0.

Considerando estas igualdades como un sistema de ecua-
ciones para @, ¢y ¥ P2 ¥V resolviéndolo, encontramos

Tx __ T . . .
l Yu Su oy Iy Iy Hu
ity 2o fp Tp Zp Yo

En el caso de la representacién paramétrica de la superfi-
cie, la ecuacién del plano tangente es
. "’“' =0.
Ty

(=] ¥o

Teniendo en cuenla la proporcién anterior, obtenemos la
ecuacién del plano tangente a la superficie @ (z, ¥, 5) =0
en el punto (z, ¥, 2)

G2t G-y o+ E—2@=0

Se denominu normal a la superficie en el punte P la
recta que pasa por el punto P y es perpendicular al pla-
no tangente en este punto.

No ofrece dificultad obtener la ecuacion de la normal
una vez encountrada la ecuacién del plane tangente para
los distintos casos de representacion de la superficie; propo-
nemos esto como un ejercicio.

+(GE—2)

2y
Zp

Tu
Ly

+y—y

Yu Zu
Yo 2

§ 2. Lema sobre la distancia
de un punto a una superficie.
Contaeto entre una eurva y una superficie

Sean @ una superficie y ¢ un punte arbitrario del
espacio. Se denomina distancia del punto Q a }a superficie
@ el extremo inferior de las distancias entre los puntos
de la superficie y el punto Q.

www.FreeLibros.me



§19 CONTACTO ENTRE UNA CURVA ¥ UNA SUPERFICIE {t{

Lema. Sea O una superficie suave definida por la ecua-
cion o (z, y, z) = 0. Supongamos gque en el punio
O (zy, Yo, 5o) de la superficie se tiene @i + oy + ¢F 5%
5= 0. St Q (x, y, 2) es un punto del espacio préxzimo al
punto O pero no perleneciente a la superficie, entonces al
introducir las coordenadas del punto Q en la ecuacién de la
superficie O se obtiene una magnitud ). que tiene el orden
de la magnitud h, o sea, de la distancia del punte Q ¢ la

superficie, en el sentido de que la razén .—J’% tiende a un limité

determinado distinto de cero cuando el punio Q se aprozima
tanto como se qulera al punto O pero sin tocar la superficie.

Demostracidn. Puesto que el punto O pertenece a la
superficie @, existe un & >0 tal que todos los puntes
del espacio que distan del punto© a lo sumo en & y que
satisfacen la ecuacidn ¢ (z, ¥, z) = 0 pertenecen a la
superficie @.

Supongamos que el punte @ se encuentra a una distan-

cia del punto O menor que-% . Sea P, una sucesién de pun-

tos de la superficie cuyas distancias a @ tienden a la
distancia entre este punto y la superficie @. Los puntos

P, forman una sucesién acotada (sus distancias a @ son

menores que %); por eso, de la sucesién de puntos P,

se puede despejar una sucesién convergente contenida en
ella, Sin perder generalidad, podemos aceptar que la
propia sucesion P, converge a un punto P. Debido a la
continuidad de la funcién ¢ en el entorno del punto O,
el punto P satisface la ecvacidn ¢ (2, y, z) = 0. De
aqui resulta que el punto P pertenece a la superficie @,
De este modo, si el punto @ es suficientemente préximo
al punto O, el exiremo inferior de las distancias entre
los puntos de la superficie y el punto Q se alcanza en
un punto P perteneciente a la superficie,

Demostremos ahora que el segmento PQ tiene la direc-
ci6n de la normal a la superficie en el punto P. Sea » =
= 7 (u, ¥) una parametrizacién suave de la superficie
en el punto P y sea a el vector del punto Q. Como la
funcién (» (u, v) — a)® alcanza su minimo en el punto P,
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Fig. 30

debe ser
r—a)r,=0y (r—a)r,=0;

pero ello significa que el segmento PQ tiene la direceidn
de Ja normal a la superficie en el punto P,

Sean z, ¥, ¥ % las coordenadas del punto P; E, 1y £ los
cosenos directores de la normal a la superficie en el punto
P: z, y y z las coordenadas del punto Q@ y & la distancia
ontre los puntos P y @ (fig. 30).

Tenemos

T=z-+th, y=ytmh ¥y z=z+0h
Puesto que el punto P pertenece a la superficie, es
¢+t y+nh z+Lh) =0
De aqui
Pz, ¥, 2)+ b (@8 + M + @.b) + he =0,
donde & -+ 0 cuando @ = 0.

Dividiendo esta igualdad por h y pasando al limite
para -Q — O, obtenemos

[ [.:I;n!l", 2) > — (@5 + P+ .80

La expresion que figura en el segunde miembro es
distinta de cero ya que representa el producto escalar
do los vectores (&, M, &) ¥ (®x, By, @) que son paralelos
y distintos de cero.

Hemos demostrado completamente el lema.

Apliquemos el lema demostrado al problema sobre el
contacto entre una curva y una superficie.
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Sean @ y y una superficie elemental y una curva ele-
mental que tienen un punto comin O. Sea A la distancia
entre un puntoe arbitrario @ de la curva y la superficie.
Diremos que la curva y tiene un contacto de orden n con la

superficie @ si 5% ~» 0 cuando Q — P. Comprenderemos

el contacto entre una curva general y una superficie
general como el contacto entre los entornos elementales
del punto comin,

Teorema. Sean @O y v una superficie regular elemenial
¥ una curva regular que tienen un punio comin O. Sea
@ (z, ¥, 3) = 0 la ecuacién de la superficie en un entorno
del punte O, con la particularidad de gue @} -+ @) + ¢ &
=0 en este punto y sea e =z (f), y =y (£) y z = z (¢)
una parameirizacién regular de la curva y en un entorno
del punto O, con la particularidad de que z'* + y'* + 225
= 0 en el punto O, Para que la curva v tenga un contacte
de orden n con la superficie © en el punto O es necesario
y suficiente que para el valor de t correspondiente al punto O
se cumplan las condiciones

¢ (z (1), y(t)r 2{i))=0,
d ; dn
T =0 .. me=0

Demaostracidn, Supongamos que al punto O le corres-
ponde el valor ¢t = {,. Si Q — O, se tiene ¢t — .

Seghn el lema, ¢ (z (2}, y (1), 2 (1)) es del orden de
la distancia entre el punto Q y la superficie @. En cuanto
a la distancia entro los puntos @ y O, ésta es de orden
jt —t, | ya que

[FI=] o (1
Por eso, para que en el punto O haya un contacto de orden
n entre la curva y y la superficie @, es necesario y sufi-
ciente que para ¢ — i,

@ (8, u(), 2()
et g0,
Pero esto es posible si, y sélo si, para ¢t = ¢y se anulan

la funeién ¢ (z (2), y (¢), z (f)) y sus derivadas hasta la
de orden n.

§—02u8
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Hemos demostrado el teorema.
Ejemplo. Hallomos la esfera osculatriz de una curva,
0 sea, la esfera con la cual la curva tiene un contacto de

orden tres.
Sea # = » (s) la parametrizacién intrinseca de la

curva. La ecuacion de la esfera es
(r — af = B,
donde @ es el vector del centro de la esfera y K es el
radio, Tntroduciendo + = # (5) en esta ecuacidn y deri-
vando, obtenemos sucesivamente:
(r—a)t=40,
(r—a)kyv4+1=0,
(3 — @) (kv — kit — I kp=0,
de donde j
(r —a) ik + 52 =0,

ky

Es degir,
(r —a)rT=0,
- ki
(4 —@)v= — 5 ¥ (r—a)p=— T
De aqui
=|p—a|= L AR LR X
a=jr—ai=Y (%) +(gh) "

a=rv(a- r):-r+kll+%%.

§ 3. Paraboloide osculador.
Clasificacién de los puntos de las superficies

Sean @ una superficie regular (dos veces continua-
niente diferenciable) y P un punto de la misma. Sea U/
un paraboloide de vértice P tangente a la superficie en
este punto, Desighemos por & y d las distancias de un
punto arbitrario @ de la superficie al paraboloide y al
punto P, respectivamente (fig. 31).

El paraboloide U se denomina paraboloide osculador

a la superficie en el punto P si la razén a{‘i—» 0 cuando
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§4 PARABOLOIDE OSCULADOR 15

Q@ — P, No queda excluido que el paraboloide degenere
en un cilindro parabélico o en un plano,

Teorema. En todo punio P de una superficie © regu-
lar (dos veces continuamente diferenciable) exisie y es unico
el paraboloide osculador que, en particular, puede degenerar
en un ¢ilindro parabélico o en un plano.

Demostracion. Introduzcamos en el espacio unas coorde-
nadas cartesianas rectangulares z, ¥y ¥ z tomando por el
origen de coordenadas el punto P, por el plano 2y el plano
tangente en el punto P y por el eje z la normal a este pla-
no, o sea, la normal a la superficie.

Escogido de esta forma el sistema de coordenadas, la
superficie puede ser representada en un entorno del
punto P mediante la ecuacién

z =13z ¥)
donde z (z, y) s una funcién dos veces diferenciable en
un entorne del punto (0, 0). Demostremos esto.

Sea » = » (1, v) una parametrizacién dos veces dife-
renciable de Ja superficie. Puesto que el vector »y, X », %
5= 0 y tiene la direccién del eje z, resulta que
Xy Yu
Zo Yo

De aqui se deduce, como quedd probado en ol § 3 del
capitulo IV, que la superficie puede ser representada on
un entorno de P mediante la ecuacién

z =z (z, p)

=0,

8‘
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donde z (z, y) es una funcién dos veces diferenciable.
Observemos que z (U, 0) = 0, pues ¢l punto P pertenece
a la superficie y que z, (0, 0) y z, (0, 0) son iguales a cero
ya que ¢l plano tangente a @ en P, o sea, el plano z =
= 2, {0, 0)z + z, (0, 0) y, debe coincidir con el plano
Z = U,

Lia ecuacién del paraboloide U, incluyendo los casos
de su degeneracién en un cilindro parabélico o en un
plano, puede ser representada medianle la ecuacién de
tipo

z— -i- (az® 4- 2bzy + cy?) =0,

Supongamos que existe el paraboloide osculador en el
punto P. Moslremos que es unico. Sea
z— %— (az2+ 2bzy +ey?) =10

la ccuacién del paraboloide oguclador. Segin el lema del
pardgrafo anterior, al introducir las coordenadas del
punto @ en la ecuacién del paraboloide, se obtiene una
magnitud A que tiene el orden de la distancia del punto @

al paraboloide. Por esto % —»0 cuando Q —P.
Desarrollando en un entorne del origen de coordenadas
la funcién z (x, y) segin la férmula de Taylor, obtenemos
i 1 7
2 (2, ¥) =5 (ra®+ 2say + ty*) + (&2 4 v¥) & (% ¥),s

donde con r, s y ¢ se han designado las devivadas segundas
de z y & (z, y) =0 cuando 2, y — (. Introduciendo las
coordenadas z, y y z (2, ¥) del punto Q de la superficie
en la ecuacién del paraboloide, obtenemos

l:% {(r—a)a®+2(s—b)zy +-(t—c}y*} +

+ (2?4 y*) g (2, ¥}

El cuadrado de la distancia del punto Q al punto P es
=4yt 2Pz, p) =2+ + (@) X
X &y (z, ¥), donde gy ~0 cuando Q —P.

Puesto que la razdén 7 tiende a cero cuando = & y
tienden independientemente a cero, ello tendrd lugar
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también si. por cjemplo, y = 0 y # 0. Pero en este
caso

o (r—a) shate
ﬁ‘= 224 x28,

y. por consiguiente, %—»0 cuando z -0 si, y sblo

si, @ == r. Anflogamente se demuestra que ¢ = t. Demos-
tremos, por ultime, que » = s. Supongamos con este
fin que # e y tienden a cero pero de modo que siempre
z = y. Entonces

A (s—b) 221222,

& i lae,

Do aquf se ve ¢que la condicidn % —0 cuando z —0

implica la igualdad b = s,

Bs dicir, si existe ¢l paraboloide osenlador on &l pun-
to P, es inico. Su ecuncién respecto al sistema de coorde-
nadas que hemos escogido serd

2 —;— (re®- 2szy +ty?) =0, (%

Demostremos ahora que el paraboloide () siempre
ps oseulador. En efecto, para este parabeloide se tiene

L {x24- 1% 8
Fmbae e il
cuando x e y — 0.

Hemos demostrado completamente el teorema.

Ta existencia v wnicidad del paraboloide osculador
permite dar la siguiente clasificacién de Tos puntos de la
superficie:

1. Un punto de una superficie se denomina elfptico
si el paraboloide osenlador en este punto e3 un paraboloide
eliptice {fig. 32. a).

2. Un punto de una superficie gse denomina hiperbdlico
si ¢l paraboloide osculador en este punto es un paraboloide
hiperb6lico (fig. 32. b).

3. Un punto de una superficio se denomina parabélico
si el paraholoide osenlador en este punto degenera en un
cilindro parabélico (fig. 32, ¢).

www.FreeLibros.me
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a)

b

)

d)

Tig. 32

4. Un punto de una superficie se denomina punte pla-
no si el paraboloide osculador en este punto degenera
en un plano (el plano tangente a la superficie) (fig. 32, d).

Para terminar, sefialemos que del mismo modo qie el
plano tangente reproduce en una primera aproximacién
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la forma de la superficie, en un entorno del punto de fan
gencia, el parabolotde osculador la reproduce en wna segunda
aprozimacitn.

§ 4. Envolvente de una familia de superficies
dependientes de uno o dos parfmetros

Sea S {F.} una familia monoparamétrica de -super-
ficies suaves dependientes de un parimetro . Una super-
ficie suave F se denomina envolpente de la familia S
si en cada uno de sus puntos es tangente al menos a una
superficie de la familia y si cualquier porcién de la
misma es tangente a un conjunto infinito de superficies
de la familia.

Teorema. Sea dada wune familin monoparaméirica
S {F.} de superficies siaves

e oy 2z 0)=0 a<a=<<h,

donde @ es una funcidn continuamente diferenciable res<
pecto a todos sus argumentos y tal que satisface la condicidn
ot + @ + ¢! s&£ 0. Entonces, si la superficie suave F es
la envolvente de esta familia, se determina por las ecuaciones

plx, y, 2,y =0 vy g,(z, y. 2, 0)=0

en el senlido de que para todo punto (z, y, z) de la super-
ficie F puede sefialarse un valor o tal que los cuatro valores
#. §., 5 Y o satisfarén ambas ecuaciones ¢ = 0 y @, = 0.

La demostracién de este teorema representn en osencia
una repeticién de la demostracién del teorema correspon-
diente para las curvas (§ 5 del capitulo IT); por eso, la
expondremos sin entrar en detalles.

Sea P (x, y. z) un punto arbitrario de la superficie
F. TDistinguiremos dos casos:

1. Hay un conjunto infinito de superficies F, ,
Fo, .« . . do la familia tangentes en ¢l punto P.

2. Hay un ndmero finito de superficies F“a’ -
-+« F, delafamilia tangentes on el punto P.

Consideremos el primer caso. Sin perder generalidad,
podemos aceptar que la sucesién de niimeros o, converge
a un ndimero o, Puesto que ¢ (z, y, %, o) = 0 para
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todo k%, se tieno

Q. Yy, 2z, ax) — 9 (2 y, 2. %) =
= (atn — o) @ {2, ¥, 2, a*) = 0,

de donde @ (z, y, z, 2*) == 0. Pasando al limite cuando
% y 1 — co, obtenemos

oz, ¥, 2, ) =0y o, (z, y, 2. &) = 0.

y el teorema queda demostrado en el primer caso.

Consideremos el segundo caso. Supongamos que la
afirmacién del teorema es falsa y que, por consiguiente,
para todo k (k. =1, 2, ..., n)es g, (z, y, 2. &) 5= 0.
Designemos por @ un e-entorno cerrado del punto o,
¥ por f una porcién pequefia de la superficie F que con-
tiene el punto P. (Entendemos por una porcién de la
superficie nna regién cerrada de la superficie, o sea, la
region més su frontera). Si la porcidn f es suficiontemente
pequefia y F es tangente a f, entonces o pertenece a uno
de los entornos wf. _

Designemos por m; el conjunto de puntos de f en los
que son tangentes las superficies 7, con el pavdmetro o
perteneciente a ;. Todo conjunto my es cerrado. Existe
una porcidn f de la superficie contenida en f que respecto
a cada uno de los conjuntos m, posee la propiedad siguien-
te: o bien el conjunto m; contiene f o bi_t—_!n no contiene
ningin punte de la misma. La porcién f se construye
del mismo modo que el segmento § en la demostracién
del teorema correspondiento a las curvas.

Supongamos que f pertenece a m,. Puesto gue
Pa (%, Y. 2, @) 5= 0, las superficies F, para las cuales
¢ < qr con e suficientemente pequefio pueden ser Tepre-
sentadas en un entorno del punto P mediante la ecuacién

Y (x g, 2) = a,

donde 1 es una funcién continuamente diferenciable que
satisface la condicién Pf -+ ¢ + P <4 0. En la por-
cién f la superficie # puede definirse mediante las ecua-
ciones & = x (u, v), ¥ = y(u, v), 2 =2z (u, ), donde
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z (u, v), y (w. v) y 2z (z, v) son funciones continunmente
diferenciables que satisfacen la condicién =, X 7, = 0.
Designemos por o (u, v) el valor del pardmetro o<
— wf que corresponde a la superficie F, tangente a la
porcién F en el punto (u, v):
o (u, v) =9 (z(u, V), ¥ (u, V), z(u, v));

es evidente que « (u, v) e¢ una funcién continuamente
diferenciable.
Tenemos

Uy = Pty + "*Pyyu =+ P2y
oy = Puy + Pyltn + Vo

Pero los vectores (x,, Wy, 5.) ¥ (Zo, ¥y 24) SON vectores
tangentes a la superficie F, el vector (., P,, 1p,) es nor-
mal a la superficie F, y las superficies F y F, son tan-
gentes, do aquf que o, = 0 y &, = 0. Por consiguiente,
o = const. s

Es decir, para @ < o, sélo una superficie de la fami-
lia es tangente a la porcién f y, por consiguiente, on
toda la familia hay a lo sumo n superficies de este tipo.
Pero, segiin la definicién de la envolvente, debe haber
un conjunto infinito. Llegamos a una contradiecién.
Hemos demostrado el tcorema.

Sea § {F,p} nna familia bipavamétrica de superficies
suaves. Una superficie suave F se denomina envolvente
de la familia S si en cada uno de sus puntos cs tangente
al menos a una superficie de la familia y & a 1o largo de
toda curva sobre la superficie F es tangente a ella un
conjunto infinito de superficies de la familia.

Teorema. Dada unn familia biparamélrica de superfi-
s

rp(z,r,z‘oc, ﬂ)=0- r:""g-;m"--(:b' fﬁﬁ{‘;dn

donde @} + @} + @} %= 0, la envnlvente de la misma se
determina por las eruaciones

=0, 9, =0y ¢ =0.

No daremos la demostracién de este feorema va qué
no lo emplearemos en la exposicién sucesiva.
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§ 5. Envolvente de una familia de planos
dependientes de un parfimetro

Analicemos 1a estructura de una saperficie F que ve-
presenta la envolvento de una familia monoparamétrica
de planos.

Consideremos 3a forma vectorial de la ecuacién de
los planos de la familia

70 (o) +afa) =0
lo que corresponde a la denotacién escalar
b () 4 b, () 4 zb, () + a (x) = 0.

Sin perder generalidad. podemos asumir que ¢l vector b
es unitario pues siempre podemos dividir 1a ecuacién por
15 ()] (b (x) == 0). Respeeto a la funcién vectorial
b (o) v a la funcién escalar a (=) aceptaremos que son dos
veces diferenciables v que, ademés, son distintas de
cero b’ (o} v B ().

La envolvente F satisface las ccnacinones

o +a=0y»d Lo =0 (*)

Para o fijo estas ecuaciones determinan una recta
g, Bs decir, 1a superfice F 0s deserita por la recta g,.
Consideremos fres planos:

rhta=0, »b’'+a'=0 y o#0"+a"=0; (s

los dos primeros determinan la emvolvente. Respecto a
estos tres planos pueden hacerse tres hip6tesis principales:

1. TLos tres planns (s+) no tienen puntos comunes
para ningin o.

2. Tos tres planos (s+) se cortan en un tnico punto S,
el mismo para todos los o.

3. Los tres planos () se cortan en un punto § (a)
cuya posicién depende substancialmente de «. en el
sentido de que siendo # (&) ol vector del punte S (a),
se tiene ' (o) 5= 0.

Consideremos el primer caso. Sea 7 (z) el vector uni-
tario de la recta g,. Tenemos

bn=0 W¥n=0 y b'n=0.
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Derivando las dos primeras igualdades, encontramos
Vntbn"=0 v B'nt+b'n'=0.

De aqui resulta que dn’ = 0 y ¥'n’' = 0. Puesto que,

ademas, n'n = 0, se tiene n’ = 0 y, por congiguiente, n

no depende de . Fs decir, en este caso todas las rectas

£, son paralelas y la superficie 7, formada por las rectas

go. 08 cilindrica (fig. 33, a).

En el segundo caso, las rectas g, pasan por un punto
fijo (S) del espacio y, por consiguiente, la superfice F
F es ednica (fig. 33, b).

Consideremos, finalmente, el tercer caso. Mostremos
(que en este caso las rectas go, que forman la superficie F,
son langentes ¢ una curve (fig. 33, ¢).

Sea # () el vector del punto de interseccién de los
planos (**¥). Tencmos

#b+a=0, 7b' 4-a'=0 y 76"} a” =0.

Nerivando la primera igualdad y restdndole la segun.
da, obtenemos 7’6 = 0. Anilogamente, de la segunda y
tercora igualdades enconamos »'®° = 0. Do aqui resulta
que " |1 {b X ).

Ya que Ia rocta g, pasa por el punto S (o) v es per-
pendienlar alog vectores b y &', debe ser paralela al vector
b X b ||+ v os de esta*forma tangento a la curva

=17 (a)
quo describe el punto § (). Esta cnrva se denomina
ariste de retroceso de la superficie.
. Los resultados de este pardgrafo pueden resumirse en
el teorema siguiente. - -

Teorema. La envolvente de una familia monoparamé-
tricd de planos en los casos principales representa una regién
de una superficie cilindrica, o"bien de una superficie eénica,
o bien de una superficie formada por las langentes ¢ una
curva espacial.

Es ficil comprobar mediante un estudio directo que,
rociprocamente, los planos tangentes forman en cada wno
de estos casos una familia monoparaméirica. Proponemos
esto como un ejercicio.
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EJERCICIOS PARA EL CAPITULO V
1. Hallar la ecuacién del plano tangente al clipsoide

2yt g2
R e
en el punte (&', ¥, ')
xz 5z

Respuesta, - + %—d— i 5

2. Hallar la ecuacién del plano tangente a la esfera

r=aCosveen i, ¥y = 4 COS v 05 Ny, = a 560 v
en el punto {a, 0, 0).

Hespuesta, ¢ — a = (.

3. Probar que todos los planos tangentes a la superficie defi-

nida por la ecuacion
¥

pasan por el origen de coordenadas.
4. Probar que las superficies

2A Pt d=ox 2ttt =ty P+ =

se cortan formando angnlo recto. .
5, Probar que las normales a la superficie

= (ujcoav, y = ¢ (¥) sen v, z = (u)

cortan el ¢je 2.
6. liallar la superficie {ormada por las normales a la superficie

p==axlgs
trazadas en Jos puntos de la recta
I
¥=ax, ‘=T.
Respuesta. Un paraboloide biperbélico.

7. Hallar en el punto. (0, 0, ¢) la ecuacién del paraboluide oseu-
lador al elipscide dado en el ejorcicio 1.

2 2
Respuesta. 1= ¢ (-1 - -%- (%4. g_z))
8. Estudiar el cardcter de los puntos (elipticos, hiperbdlicog,

parab6licos, planos) en las superficies de segundo orden.
9, Hallar la posicién de) cenlro y el radio de la esfera oscsla-

triz a la hélice
z=acost, y= asent, 3= bt

en el punto {a, 0, 0L 2
Respuesta. El centro en (—-? , 0, 0) y el radio igual a a4 b?-.
10. Haullar la envolvente do la familia de esieras
iz —aP+ P+ 2= 1.
Respuesta. £l cilindro y* 4 22 = 1,
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11. Hallar la envolvente de la familia de planos que forman en
el angulo de coordenadas z, y, z >> 0 tetraedves de volumen cons-
tante.

Respuesta, zyz = const.

PRODLEMAS Y TEOREMAS PAHA EL CAPITULO V

1. Demostrar que si una superficie suave @ y un plano « tie-
nen sblo un punto comin P, ¢l planoc es el plano tangente a la su-
perficie en el punto P.

2. Demostrar que son paralelos a una recta los planos tangen-
tes a la superiicie de traslacion

r=U@+F @

trazados en los puntos de cualquier curva de traslacién (las lineas
u = const ¥ v= consl).

3. Demostrar que las {familias de elipsoides o do hiperbolvides
de una o dos hojas cofoenles determinadas por las ccusciones

2, B 4
ad—n ' b=k 1 2—R

se cortan formando dngulo reclo.

4, Demostrar que si una superficie es tangente a un plano a
lo Jargo de una linea, todo punto de esta linea ¢s un punto parabélico
o un punte plano.

5, Sean M una superficie, P un punio de la misma y o el plano
tangente en el punto P. Demostrar que

1) si el punto P os eliptico, tudos los puntes de la superficie ©
suficientemente proximos a P se encuentran a un lado del plano «;

2) si el punto # es hiperbélico, podrén encomtrarse puntos de
la superficie tan proxinos a P como se quiera situados a distintos
lados del plano «;

3) si el punto P es parabélico o plano, pueden darse ambos
casos (citar ejemplos).

6. Demostrar que la transforinacién proyectiva (afin, en par-
ticular) conservu la propiedad de un punto de ser punto eliptico,
hiperbélico o plane.

7. Domostrar que la curva y sobre una superficie es plana si
todgs sus puntos son planos.

8, Diremos que una curva c8 esférica si todos sus puntos per-
tenecen a una oesfera.

Sea

=

upa curva ¥ sea P {{;) un punto cuulquicra de la misma. Para que
esta curva sed esférica es necesario y suficiente gue la curva defi-
nida por la ecnacién

r{tj—r (to)

T r
sea plana; demostrar esta proposicion.

www.FreeLibros.me



§ 1) LoNGITUD DE UNA CURVA 127

9. Sea ¥ una curva cualquiera sobre la superficie © gque pasa

or ¢) punto P. Demostrar que la tangento a lacurva ¥ on ¢l punto

s oncuenira en ¢l plauo tangente a la superficie on este punto.

0. Sea U el paraboloide osculador a la superficie © en el

punto P. Domostrar que cualquier curva de la superficie que pase

por el punto P tiene en esle punto un contaclo de orden dog con
el paraboloide.

41, Demostrar que cualquier tramsformacién analitica del
espacio
I = @iz, ¥ 2 ¥ = Py (z, ¥ z), @ = Qg (@, ¥ &),
donde @y, ¢z ¥ s 80n unas [uncioncs analiticas con el jacobiano
distinto de cero, conserva la propiedad de una curva y de una supor-
licie de tener un contacto de ordon dado.

12, Demostrar que si el borde de una superficie pertencece a un
plane, csta superficie es una region de este plano o la superficie
tiene pustos elipticus.

Domostrar que todus superficie cerrada ticne puntos elipiicos.

13. Demostrar que la recta pertenece integramente a la super-
ficie de segundo grado si la recta tiene un contacto de orden dos
con la superficie.

14. Demostrar quo no tiene envolvente la familia de superfi-
cios defimidus por las vcuaciones

[EEARS z) = d,

donde @ ¢s una Iuncién regular de las variables z, y y 2.
15. Demostrar que la superficie es una superficie do revolu
¢i6n si todas las normales a la misma cortan una recta detormivada
1. Demostrar gue la superficie es ung esiera v una regién de
una ¢sfery si las normales a lu misma pagan por un mismo punio.

CAPITULO VI

PRIMERA FORMA CUADRATICA
DE UNA SUPERFICIE Y CUESTIONES ADJUNTAS
DE LA TEORTA DE SUPERFICIES

Sean @ una superficie regular, » =2 (u, v) alguna
parametrizacién regular de la misma y n el vector unita-
rio de ta normal a la superficie en ¢l punto (u, v}

IEn la teoria de superficies desempefian un papel im-
portante Cres formas cuadréticas ligadas a la superficie:

dr?, —drdn y dn’.

La primers forma cuadrdtica 7 = dr? es definida po-
sitiva ya que no toma valores negativos y so anula solo
para du = dv = 0. En efecto, si di® =0, entonces dr =
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= Py du+r, dv=0. Pero como =, X r,7 0, esto es
posible sélo si du = dv = 0.

Para los coeficienles de la primera forma cuadritica
de la superficie emplearemos las designaciones: 7} = E,
rwr, = F y rj = G. Es decir,

I=dri=(r,du+tr,dv)=ridu* 42 (ryr,) dudv+
+ridvt= Edu?+ 2F dudv- G dv?.

En este capitulo consideraremos algunas cuestiones
de la teorfa de superficies ligadas a la primera forma cua-
dratica.

§ 1. Longitud de una curva sobre una superficie

Consideremos una superficie simple @ y una curva y
gue se encuentra sobre ella. Sean £, un punto comin
de la superficie y de la curva, »=# (4, v) alguna para-
motrizaci6n do la superficie en un entorno del punto
Py y r=r (l) alguna paramotrizacién de la curva en
un entorno de este punto. Supongamos que ug, Vo ¥ I
sou los valores do los parametros correspondientes al
punto P,.

Siendo & suficientemente pequefio, todo punto P ()
de la curva con |t — t, | << & pertenece al entorno para-
metrizado del punto P, de la superficie. Por consiguien-
te, a todo punto P (t) le corresponden univocamente los
valores u () y v (2) de modo que » (f)=7r (u {f), v (£)).
Denominaremos ccuaciones de la curva sobre la super-
ficie a las igualdades u = u (f), v = v ().

Sean @ una superflicie regular y y una curva regular
sobre ella. Sean # =1 (u, v) y =1 (f) sus parametriza-
ciones regulares en un entorno del punto P, que cumplen
las condiciones babituales 4, X 7, 5= 0 y #'2{£) 5= 0.
Entonces, las funciones u (f) y v {¢), que figuran en las
ecuaciones de la curva sobre la superficie

u=uft), v=uvt),

son funciones regulares y, ademds, u'® () + v'2 () 7= 0.
Para demostrar esta afirmacién basta aplicar el
teorema de las funciones.implicitas al sistema de ecua-
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ciones

x “‘) =z (u, V), ¥ &) = y (u, V)s 3 (‘} == £ '(gfi 'f'z)
respecto a las enales se conoce de antemano que las fun-
ciones u () v v ({) las satisfacen.

Sean ahora @ una superficie general y 4 una curva
general. Por delinicién, Ia. superficie @ es la imagen
obtenida por una aplicacién localmente topolégica ¢
de -una superficie © en ol espacio. Diremos gue la curva
¥ Se encuentra soi"-_re la superfi¢ie '@ si enla superficie ©
existe una curva v cuya imagen por la aplicacién ¢ es la
curva .

De cllo se dednee que si 2= {1, v) es una parametri-
zacién de la superficie @ en un entorno dél punte ¢ (P)
y =7 ({) es una paramelrizacién de la curva en un
entorno de este punto, entonces exisien unas funciones
w=u(l) y v=rv(t) quo satisfacen la igualdad » () =
= o (u (£), v (£)). Bs decir, toda curva sobre la superficie
siempre puede ser duda en un entorno de cada uno desus
punios mediante lus igualdades u = u (£}, v = v (8}, con
la particularidad de que las funciones u (t) y v (f) son
regulares si la superficie y la curva lo son.

Considercmos 1la longitud de una curva sobre una
superlicio. Sea M una superficie regular y r=1 (u, v)
una parametrizacién regular de la misma. Sea y una
curva regular sobre la superficie dada por las ccuaciones
w = ut), v = v (). Hallemos la expresién de Ia longi-
tud de areo del segmento de Ya curva con extremos en Jos
puntos Py (£5) ¥ I (1)-

Tenemos
t ¢
o - 5 | (1) dt = S [# (u(t), v ()| dt =
to ]

= S |dr (u, v) | = S VT,

¥{Po, P} Y(Pa, P)
donde I es la primera forma cunadritica de la superficie.
Como vemos, para medir las longitudes de las curvas

sobre la superlicie es suficiente conacer la primera forma
cuadritica do la superficie, Debido a ello se dice que la

Y0208
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primera forma cuadritica determina la métrica de la
superficie y esta forma suele denominarse con frecuencia
elemento lineal de la superficie.

La primera forma cuadrdtica no determina la super-
ficie univocamente. Es fécil citar ejemplos de distintas
superficies que, con una parametrizacién adecuada, tengan
idénticas las formas euadraticas. Pero, hablando en tér-
minos generales, tomadas arbitrariamente dos superficies,
no existen parametrizacionos para las cuales coincidan
las primeras formas cuadrdticas. Volveremos a tratar este
problema més adelante.

§ 2. Angulo entre curvas sobre una superficie

Introduzcamos el concepto de direccién sobre la super-
ficie. Denominaremos direccion (du : dv) sobre 1a superfi-
cie @, dada por la congeién » =+ (u, v), a la direccién
del vector dir = #, du+ 7, dv. A veces designaremos esta
direccién simplemente por (d).

Denominaremos dngulo entre las direcciones (du : dv)
¥ (6u : 8v) el dngulo que forman los vectores

dr=rydutr,dv y br=w,bu -+ »r, v
Hallemos la expresién para el dngulo de las direccio-

ues (d) y (8).

Tenemos

dr.8r = |dr | | 6r [cosd,

dr? = E du® + 2F du dv + G dv* = I (d),

6r? = E §u? + 2F Su bv + G &u® = I (9),

drér = E du bu + F (du év + dv §u) + Gdvlv=J (d,5),
De aqui obtenemos para cos & la siguiente expresién:
I (d, )

VAICHCN

Diremos que la curva y sobre la superficic definida
por la ecuacién 7= 7.{(u, v) tiene en el punto (u,v)
la direceion: {du : dv) st el vector der=1, dut o, dv es
el vector tangente a la curva en este punto.

cos =
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Si la curva sobre la superficie viene dada por las
ecuaciones © = u (f), v = v (), entonces en el punto
(u (8), v (£)) tiene la direccibn. (u' (2) : ' .(8)).

Si dos curvas y y y sobre la superficie @ tienen ol
punto comin (u, ») se denomina dngulo de estas curvas
en el punto (z, v) ¢l dngulo de sus direcciones en dicho
punto. Es decir, el d4ngulo de las curvas sobre la superfi-
cie es el dngulo que forman las tangentes a las curvas;
por consiguiente, no depende de la parametrizacién de
la superficie ni de la parametrizacién de la curva.

Ejemplo. Las lineas coordenadas sobre la superficio
(las lfneas u = const y las lineas v=const) ticnen las
direcciones (0 : dv) y (6u : 0). Pos esto, para el éngulode
las lineas coordenadas obtenemos la expresién

Fdwdu _ _ F
V Gar VESE  VEG®

De aqui se deduce que la red de coordenadas sobre la
superficie es ortogonal (o sea, las lineas coordenadas se
cortan en dngulo recto) si, y sélo si, F = 0.

Supongamos dada en un entorno del punto {ug,, v,)
de la superficie regular @ una familia de curvas sobre la
superficie definidas mediante la ecuacién ¢ (u, v) =
= const siendo ¢ -+ ¢3 =0 en el punto (u,, vy). Cons-
truyamos otra familia de curvds ortogonal a la primera.
Con este fin hallemos la ecuacién diferencial do las lineas
de la segunda familia aceptando que existe esta familia.

La direccién de la linca de la primera familia en el
punto {u, v) es (@, : —p,). Si designamos por (du : dv)
la direccién de la linea de la segunda familia en este

punto, la condicién de ortogonalidad de estas direcciones
serd

cos Y=

Eg, du + F (g, dv) — ¢, du} — Gg, dv = 0,
o sea,
(Ep, — Foy) du + (Fo, — Go,) dv = 0. *)

Esta o8 precisamente la ecuacién diferencial de las lineas
de la segunda familia.

Teorema. En un entorno de todo punto de la superficie
se puede introducir wna parametrizacién ortogonal regular

e
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con la particularidad de que wna familin de lineas coorde-
nadnas se puede escoger arbitrariamente.

En cfecto, sea ¢ (i, v) = const una familia de curvas
gobre la superficic y sea @ (w. #) una funcién regular
que salisface la condicién ¢f + qf 7= 0. Considercmos
dos ecuaciones diferenciales

@y du = g, dv = 0,
(Eqy — Fyy) dut (Fgo — Gpy) do = 0,

Las curvas inlegrales de la primera eenacion son las cur-
vag de la familia dadn mientras gue las curvas integrales
de la segunda ecuacién representan sus Lrayectorias
ortogonales.

Segtin el § 3 del capitulo IV, la superficie puede para-
metrizarse de modo gue las curvas indicadas conslituyan
las lineas coordenadas ya que

Eoy— Ly Fo,—Goy
(l}u tPD

debido a gue la primera forma cuadrética es definida.
Hemos domostrado el teorema.

= Eqy—2F @, -+ Gl 0

§ 3. Area de una superficle

Sea P una superficie suave y sea G una regién de la
misma limitada por un nimero finite de curvas suaves
a trozos. Dividamos la regién & en regiones pequefias
empleando para ello curvas suaves a trozos. Sea g una de
estas regiones. Tomemos en g un punto arbitrario P y
proyectemos csta regiém sobre el plano tangente en el
punto P. Si la regién g es suficientemente pequefia, esla
proyeicién resulta inyectiva y en el plano tangente se ob-
tiene una regién g limitada también por curvas suaves
a. trozos. Designemos por o (g) el drea de la regién g
{fig. 34). '

Por dreado la region G de 1a superficie F entendemos
el limite

lim Y o (g),
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Fig. 34

donde la suma se refiere a todas las regiones g de la parti-
¢ién de G y el paso al limite sc realiza aceptando que las
dimensiones do las regiones g de la particién de & dismi-
nuyen indefinidamente.

Esta definicidn del dvea de una superficic corresponde
plenamente a la intuicidn que, cuando se trala de medir
un drea, nos hace dividivr la superficie y «aplanar» los
trozos obtenidos. Demostraremos que, asi definida, el
drea do la superficie posee efectivamente su caracterislica
propiedad aditiva y ohtendremos asimismo la férmula
gue permite calewlar ¢l drea cualquiera que sea la para-
melrizacion de la superlicie,

Supongamos, para simplificar los razonamienlos, (ue
existe una parametrizacion suave valida para loda la
superficie:

r=1r{u, .

A la regidn & sobre In suporficie le corcesponde una region
& del plano uyw limitada por curvas suaves a trozos y a
una parlicion de la region ¢ medianle curvas suaves a
trozos en regiones g le corresponde una particién de la
region G oen regiones g medianle curvas suaves a trozos.

Determinemos ¢l area @ (g) de la regi6n z. Considere-
mos con este [in las eoordenadas carlesinnas reclangnla-
res z, ¥ ¥ z tomando como origen de coordenadas el punto
P de la superlicie. como plano zy el plano tangenle en P
y como cje z Ia normal a este plano,
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La region g de la superficie F se define en coordenadas
cartesianas mediante las ecuacionos

T=x(u, v), y =y v), z=2z(u v) (& )=g
Las igualdades
z=uzu,v), y=uy{urv), (u vy E

determinan una aplicacién biunivoca de Ia regién g sobre
g. Los nimeros & y v pueden ser considerados como las
coordenadas curvilineas en la regién g

Como se sabe, el drca de una region se determina, en
coordenadas curvilineas, mediante la formula

o(g)= U

El vector 7, X 7, Liene la direccion de la normal a la
‘%UIIBL‘flGlG y como la normal en ¢l punto 2 coincide con
el eje z, resulta que el médulo del voctor #, X, en
esle punto es igual al valor absoluto de su componente
respecto al eje z, o sea,

N::u muiN

P X |= 4

i

De ello se deduce, por continnidad, gque para cunlesquiera
u, v de g se tiene

dudy.

Yu Yo

2y o
Yu lo

donde &; vs tan pequefio como se quiera 8i son peguefiay
las dimensiones de la regién g.

Para la suma de las dreas ¢ (g) tenemos

So@ =3 § §lrexrolteo(u, v))dudo=
= 5 T |1-,,:(r,,|du.dv—t- > 5 5 g du dy.
G T

St 1a particién de G se ha realizado en regiones g suficien-
temente menundas, las Mmagnitudes &; resultarin menores

=I'f'u><7'u+sx(”'rv)’
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que cualuier & > 0, por pequefio que sea, debido a la
continuidad uniforme de », X #, en G. Por esto,

13 [ § estudo|<e 5 0@ =e0 @,
)
donde ¢ (@} es el dreca de la regidén C.
De aqui se deduce gue

26(?)+§S]ru><r,!dudv
a

cuando las regiones g de la particién de la regién G dis-
minuyen indefinidamente. Con esto queda probado que
el drea existe y se expresa mediante la férmula

o(G)= g 5 | 7w X 2 | due dv.
]

La propiedad aditiva del drea de la superficio so de-
duce de la propiedad aditiva de la integral. Efectiva-
mente, SUPONgamos que una curva suave a trozos divide
la regién G cn dos regiones G, y G,; sean G, y G, las regio-
nes correspondientes del plano wuv. Tenemos

SS Iruxfro!dwdv=SS[-ruxr.,{dudv—iw
@ &l

’ +55|fux—:»,;dudv.
[

Pero esto significa que

0 (G) = 0 (G)) + 0 (Gy);
esta formula expresa la propiedad aditiva del drea de la
superficie.
Ahora, cuando hemos demostrado que el drea es aditi-
va, podemos calcular el drea de una superficie dividiéndola

en partes y empleando para cada parte una parametriza-
eién adecuada.

Para terminar, mostremos que el drea de la suporficie
se determina por su primera forma cnadritica exclusiva-
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meante. B efecto,
|l Tu X "'n!a = ‘f'f:?'?'."“"(?'u"'ﬂ}z e
de donde

o= {yEm=rauw.

En particular, si la superficic viene dada por Ja ecuacion
z =z (&, y) s tivne

a = H VI TP e dy.

§ 4. Aplicacién conforme

Sean @; y ®, dos superficies regulares. Una aplica-
cion topologica de la superficie @, sobre la superficie
O, se denomina conforme si conserva los idngulos do
las curvas, o sea, sl las curvas correspondientes de estas
superficies forman, al cortarse, dngulos idénticos.

Teorema, Si dos superficies regulares ©, y D, se han
paramelrizadoe de modo que son proporcionales los coeficien-
tes de sus primeras formus cuadrdlicas, entonces es
conforme la aplicacién de una de las superficies sobre la
olra que asociua los puntos de coordenadas iguales. Recipro-
camente, si lus superficies @, y @D, se han parametrizado
de modo que resulta conforme la correspondencin que usocia
puntos de coordenadas iguales, enlonces son proporcivnales
las primeras formas cuadrdticas de las superficies.

Demostracion. Sean

I, = E du® + 2F du dv + G d®,
I, = )\ (E du® + 2F du dv 4 @ dv®)

las primeras formas cuadriticas de las superficies @1
y @y Si'la aplicacién de @, sobre M, consiste on agocisr
puntos de coordenadas iguales, lag curvas correspondiesntes
tierien ecuaciones internas idénticasu = u (2), v = v (f) v,
por-consiguiente, se obtiene una misma expresién para el
dngulo que forman las curvas correspondientes, o sea,
la aplicacién es conforme. Hemos demostrado la primera
parte el teorema.
‘Pémostremos la segunda parte-del teorema,
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Sea {u, v) una parametrizacién arbitraria de la super-
ficie @,. Parametricemos la superficie @, tomando como
coordenadas de cualquier punto de la misma las coorde-
nadas del punto de. @, que le corresponde por la aplica-
cién conforme. Sean

I, = E, du® -+ 2F; du dv + G, dv*,
I, = E, du? + 2F, du dv + G; d*

las primeras formas cuadriticas de las superficies co-
rrespondientes a estas parametrizaciones. Mostremos que
los coeficientes £\, F, y G, son proporcionalesa E,, F, yG,.

Puesto que la aplicacion es conforme, la ortogonalidad
de las direcciones (d} y (8) respecto a la forma I, implica
la ortogonalidad de las mismas respecto a la forma [,
Por esto, de

E, du bu + F,{(du v+ dv du) + G, dv dv == 0
se deduce

E, du 8u 4 F, (du 8v + dv du) -+ G, dv fv =
Eliminando Su y v, obtenemos de aqui

FydusFyde  Fydu4-Gyde
KedudFgdv  FPadu--Gydv'

Como du y dv son arbitrarios, tomando dv = 0 vblenemos

Bt

By Tg
y para du = 0 obtenemos

Ji 5,

Fe  Gg°

Hemos demostrado completamente ¢l teorema.

Aparte de conservar los dngulos, la aplicacién confor-
me posee otra propiedad notable; a saber, son semejantes
en primera aproximacion las figuras suficientemente pe-
quefias que se corresponden en las superficies por la aplica-
cion conforme. Efectivamente, sea #, una figura pequefia
de la superficie ;. La distancia entre sus puntos (z, )
y (v - Au, v-- Ay} en primera aproximacién cs igual
a

EAu® + 2F Au Av + € Av®,
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La distancia entre los puntos correspondientes de la figu-
ra F, de la superficie {, en primera aproximacion es
igual a

A (EAu® 4+ 2F Aulv + GAV®).

Es decir, ] coeficiente de alteracién es igual a Ay, por
consiguiente, es casi constants si la figura F, es suficien-
temente pequefia.

Teorema, Sean @, y @, dos superficies regulares y P, y
P, dos punfos arbitrarios de las mismas. Entonces existe
una aplicacidn conforme de un entorno del punto P; de la
superficie @, sobre un entorno del punto P, de la super-
ficie @,.

La Semostrauién de este teorema se basa en la posibi-
lidad de parametrizar una superficie regular en un entorno
de cualgquier punto de modo que su primera forma cuadra-
tica correspondiente a esta parametrizacién sea

I =& (u, v) (du? 4 dv?).

No daremos la demostracién de esta proposicidn;
sefialemos s6lo que, una vez parametrizadas de este modo
lus superficies @, y M, en los entornos de loy puntos
respectivos P, ¥ P,, la aplicaciéon conforme del entorno
del punto P, de la superficie @, sobre el entorno del
punto P, de la superficie @, se obtiene por asociacibn de
puntos de idénticas coordenadas,

Para terminar, veamos un ejemplo de aplicacién con-
forme de la esfera sobre el plano.

Sea ® la esfera de radio R y centro en el punto
(0, 0, R). Consideremos la aplicacion de la esfera o
aobre el plano zy consistente en su proyeccion desde el
polo S (0, 0, 2R). Esta aplicacién se denomina proyec-
cién estereogréfica (fig. 35).

"Tomemos como coordenadas curvilineas los dnguloes
w y vrepresentados en la fig. 35. Entonces, 1as ecuaciones
del plano serdn

z=2Rtgucosv, y=2R1gusenv

v las ecuaciones de la esfera serén
z=2Rsenucosucosy, y=2Rsenucosuy sen v

7 = 2 sen® u.
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Fig. 55

El elemento lineal del plano sera:

ds? = Ty 4 sen? u cos? u dv?)

T costu (
y el elemento lineal de la esfera serd
ds? = 4R* (du® 4 sen® u cos® u dv®).

De ello se deduee que la aplicacién es conforme.

§ 5. Superficies isométricas. Doblamiento de superficies

Las superficies @, y @, se llaman isométricus si existe
una aplicacién inyectiva de la superficie @, sobre la
superficie @, tal que las curvas correspondientes de
estas superficies tengan longitudes iguales.

Teorema. Si las superficies regulares ®, y ®, se pueden
paramelrizar de modo que sus primeras formas cuadrdticas
sean iguales, estas superficies son isométricas. La aplicacién
isoméirica consiste en hacer corresponder los punifos de
coordenadas iguules. Reciprocamente, si las superficies
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&, y @, son isomélricas, pueden ser parametrizadas de
modo que sus primeras formas cuadrdticas sean iguales.

Demostracién. La primera parte del teorema es obvia.
Basta observar primero que si la curva y, sobre la super-
ficie @, viene dada por las ecuaciones u = u (), v =
= v (1), la curva que le corresponde sobre la superficie (b,
viene dada por las mismas ecuaciones u = u (f), v =
= v (f) y emplear después la férmula para la longitud
de arco de una curva,

Demosiremos la segunda parte del teorema.

Sea P, un punto arbitrario de la superficie @, y sea
+ = r {1, v) cualguier parametrizacién regular de la
superficie en un entorno de este punto.

Sea P, (u, v) el punto de la superficie ®, que co-
reespoude por isometria a P, (u, v) y sea #y (u, v) ol
vector de este punto. La ecuacion

=1, {u, v)

determina una parametrizacion de la superficie @, en vo
entorno del punto P,;. No podemos demostrar en este
momento que es regular; sélo podremos hacerlo en el
capitulo IX. Pero supongamos que la parametrizacién
# = r, {u, v) delasuperficie @, es regular. Mostremos
que, dada esta parametrizacién, la primera forma cuadra-
tica de la superficie @, coincide con la primera forma
cnadrfitica de la superficie @y,

Sea y, una curva arbitraria sobre la superficie M,
y sean u = u (), v = v (t) sus ecuaciones. La curva que
ie corresponde por isometria sobre la superficie @, viene
dada por las mismas ecuaciones. Por esto,

1
j VEU?2F /v +Gudl =
to

% i
= 5 V Fu'2 - 2F 'y’ 4 Gy dt.

In

Puesto que esta igualdad es validn para todo ¢, los inte-
grandos sou iguales. Como la.curva y, es totalmente arbi-

www.FreeLibros.me



§ 8 SUTRRFICITS TSOMBTNICAS 141

traria, los iutegrandos sou iguales cualesquiera gque sean
los valores de u' y v'; pero esto es posible sélo si 7, =
ﬂEQ:FIZF‘SYG1=Gn-. )

Hemos demostrado el teorema.

Es evidente que las superficies iguales son isométri-
cas. La afirmacién reciproca, hablando en términos
generales, es falsa. Es facil dar ejemplos de superficies
isométricas que no sean iguales. Veamos uno.

La regién vectangular 0 <=z <:~,} V0 <y <1 del

plano zy es isométrica a la regién del cilindro 22 4 y* =
= 1 determinada por las condiciones 0 <<z <=1, 2 >0
y > 0. Basta sefialar que esta regién del cilindro admite
la parametrizacién r = cosu, y =senu, z =v, 0 <

<u <—235 , 0 <<v<<1. El elemento lineal del cilindro

correspondiente a esta parametrizacién es du® + dif,
De aqui se ve que la aplicacién definida por las igualdades
z=1u, §y =U es isométrica.

Puesto que los ngulos de las curvas sobre la superfi-
cie y el area de la superficie se determinan por la primera
forma cuadritica y puesto que las superficies isométri-
cas, adecuadamente parametrizadas, tienen las primeras
formas cuadriticas iguales, resulta que la aplicacién iso-
métrica conserva los dngulos de las curvas y conserva las
dreas, o sea, las curvas correspondientes de superficies
isométricas forman é4ngulos igusles y las regiones co-
rrespondientes tienen ireas iguales,

Hemos demostrado con un ejemplo que superficies
distintas, adecuadamente parametrizadas, pueden tener
las primeras formas cuadrdtices ignales. Se plantean dos
preguntas: den qué grado la primera forma cuadritica
determina la superficie? y dexiste una superficie que
tiene como primera forma cuadritica una forma cuadra-
tica escogida arbitrariamente?

Resulta que «ocalmente» 1a superficie no queda doter-
minada, ni mucho menos, por su primera forma cuadri-
tica. Se conoce, por ejemplo, el toorema signiente. Para
todo entorro w suficientemenie pequeiio de un punio P de
una superficie analitica existen superficies isométricas ¢ o y
distintas de ella. '
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Algunas superficies sglobalmente» gquedan determi-
nadas univocamente por la primera forma cuadritica.
Por ejewple, cualquier superficie regular @, cerrada y
conveza, queda determinada univecamente por la primera
forma cuadrética, en el sentido de que toda superficie
regular @' isométrica a @ esigual a @. Se puede sefialar
pna clase suficientemente amplia de superficies infinitas
que se determinan univocamente por la primera forma
cuadratica. Como ejemplo de una superficie de esta clase
podemos seiialar un paraboloide eliptico cualquiera.

Se denomina doblamiento de la superficie toda defor-
macién continua de la misma que no altera las longitudes
de las curvas sobre la superficie. Una idea clara del
doblamiento de la superficie se puede obtener doblando
una hoja de papel.

Puesto que el doblamiento de la superficie no altera
lag longitudes de las curvas y, por consiguiente, en todo
momento del doblamiento la superficie permanece isomé-
trica a la superficie inicial, obtenemos que durante el
doblamiento de la superficie, adecuadamente parametrizada,
sy primera forma cuadrdtica no varia.

Resulta que «localmentes las superficies, como regla,
son suscpetibles al doblamiento. Por ejemplo, tiene lugar
ol teorema: para todo punto de una superficie analitica
que no sea plano existe un entorno que admite doblamientos
continuos.

Pero entre las superficies existen las que sglobalmentes
no admiten doblamientos eontinuos. Ast son, por ejemplo,
todas las superficies convezas cerradas,

EJERGICIOS PARAIEL CAPITULO Vi
4. Hallar la primera forma cuadrética de la superficie de re-
volucién .
o=@ () cos v, y= o (u) sen v, z =P (u}.
Respueste. I = (9% + 42 du® + o di.
2 Igémostt;ir que la Eu;’;’rf)ici_e e rgz'olutiﬁn puede parametri-
zarse de modo que su primera forma cuadratica sea
I=du¥ + @ (u} dv®.
3. Hallar la longitud de arco de la curva dada por la ecuacion
u = v sohre upa superficie con la primera forma cuadritica
I = du® - sh® u dv®.
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Respuesta. s==1shu, —shu{,
4. Hallar el dngulo que forman las lineas coordenadas & = 24
® ¥ = yo sobre la superficie z = azy.
aZzyyg
1+ a2y V1 ald”
5. Demostrar que a}s/ortogona] la red dDe cocrdenadas u, v
sobre el helicoide

X = ay CO8 v, § == au sen v, g = bo,

6. Hallar la familia de curvas que forman dngulo recto con lag
generatrices rectilineas z = const del paraboloide z = azy.

Respuesta. (1 - a%?) ® = const.

7- fla.llsr sobre la esfera las curvas que forman #ngule cons-
tante con los meridianos {estas curvas se deneminan loxodrd-
micas).

8. Hallar el drea del cuadrildtero del helievide (cjercicio 5)
limitado por las curvas

Respuesta, cosft =

u=0, u=-§-, pm0 y pest,

Respuesta. o = ?(V?T—{— ln (1 + V2

9. Demostrar que son iguales las dreas de lns regiones do los
paraboloides

3= (@4 ¥ s=azy

que se proyectan en uuna misma region del plano zy.

10. Demostrar que la superficie s localmente isométrica al
plano si admite una parametrizacién tal que los coeficientes de sn
primera forma tmadrgtica no dependan de « ni de ».

PROBLEMAS ¥ TEOREMAS PARA EL CAPITULO VI

1. Demostrar que siendo U (z, y) y V {z, v) la parte real y la
parte imaginaria, respectivamente, de una funcién de variable
compleja z + iy, son iguales las areas de Ias regionss de las super-
licies

s=Uy yz=V(z y
que Se proyectan en una misma regién del plano zy.

Demostrar que existe una aplicacién conforme de la super-
ficie de revolucién (ejercicio 1) sobre el plano por efecto de la cual
los meridianos de la superficie (las Jineas v = const) se transfor-
man en rectas que pasan por el arigon de coordenadas y los parale-
loa (las lineas u = const), en circulos con eentro on el origen de
cvordenadas,

Considerar el taso particular en ol que

Glu)=—cosu ¥y (u) = senu
(eslera).
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A, Desostrar gue existe una aplicacion conlorme de la supur-
ficie de revelucion sebro el plape por cuyo eivelo los weridianos y
log paralolos de la superficie se transforman cun reclas z = cunst
¢ y = const. Considerar el caso particular ¢n vl quo la superficie
rg una esfera.

4. Vemostvar que ni siquiern localmente oxiste una aplica-
einn isométrica de ln esfera sobre el plavo.

5. Despostrar que siende U (x, ) 4 i ¥(a, y% una funeién
unalitica de variable compleja x -+ iy con la particularidad de que
en ol punto (g, ¥}

Us Vel 4
Uy Vyl © G

¢g conforme la aplicacién del plano sobre si mismo que asocia al
punle cou coordenadas carlesianas x ¢ ¥ el punto con coordenadas
cartesianas I (x, ») ¥ V (2, ¥).

G. Sea
ds? — I du® 4 2F du do 4 G dv®

¢l clemento linoal de una superficie nnalitico. Considercmos la
eenacion diferencial

Edu?- 2F dudv+ Gdr= 0

on ¢l plano complejo. Sea @ (i, v) = const la solucidn de esta ecua-
cion y sean 7 (z, 1) ¥y V (3, g) las partes veal e imaginaria de la
funcion ¢ (z, ¥). Demostrar que siendo

Uy Vy
Uy Vy

¢s confarme la aplicacién de la superficie sobre el pYano que hace
corresponder al punto (uz, ») de la superficic ol punto del plano do
coordenadas cartesianas I y V. éEn este resultado puvede basarse
la demostracion del toorema del § 4 del capitulo V1 en el caso de
superiicies analiticas.)

7. La aplicacién de una superficie sobre otra se denomina
autélica si las regiones correspondientes por esta aplicaciGn ticnen
dreas iguales.

-Demostrar quo o8~ isométrica toda aplicacion conforme y
autdlica de una superficie sobre otra.

8. Domostrar yue cuuslquier aplicacién isométrica del plane

sohre s1 mismo es un movimiente o bien un movimiento seguide de
usa aplicacién especular. :
79, Sean M, y O, superficios ispmdtricas y r = 7y (uy ) ¥
7 = g (4, v} Sus parametrizaciones. La aplicaci6n isométrica. con-
siste an poner en coorespondencia los puntos, de coordenadas igua-
les. Sea @y, La superficie definidapor la ecuacion 7 = Ay (u, v) 4
-|-i- Wy (i, v}, Demostrar que las suporficies M)y ¥ @ .3 S0 HOmE-
trioas.

10, Damostrar fue existe una aplicacion isométrica dol heli-
colde

=0,

r= WCOS U, ¥y uSeh P, 2= MWV
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sobre el catenonle
o
r=gc0sfP, y=asenp, sz=rmn arch o

tal que las generatrices rectilinons del holicoide corresponden a los
murl}dianos del ealonnide, 2 i

14, Demostrar que cualquier superficic holicoidal admite una
aplicacion igsométricn sobre ciorta superficio do revolucidn pér
cayo ofecto las hélices corresponden a los paralelos {teorema de
Bour), bl e T y

12, Upa red de curvas sobre una supériicie se denomina red
de Chébyshey si son iguales los lados opuestos de todo cuadriliterp
formado por las lineas de la red. Deniostrar que upa condicion ne-
cesaria y suliciente parn que Ya red de coordenadas sobre la super-
licie sea v red de Chéhyshev es que £y = Gy = 0.

13. Demostrar que si la red de coordemadas es una red de
Chébyshiev, las courdenadas ¢ y v pueden escogerse de mudo que
el elementu lineal de la superficie tome 1a lorma

ds? = du? 1+ 2 cos o du dv 4~ dv®,

donde @ eg ol dnguio que forman las lineas coordenadns.
14. Demostrar que en la superficie de traslacidn

r= U{u) 4+ V()

las lincas coordenadas forman una ved de Chébyshev,

CAPITULO VII

SEGUNDA FORMA CUADRATICA
DE UNA SUPERFICIE Y CUESTIONES ADJUNTAS
DE LA TEORIA DE SUPERFICIES

Sean @ unu superficie regular, = = # (u, v) alguna
parametrizacién regular de la misma y n (u, v) el vector
unitario de la normal a la superficie en el punto P (u, v).

Se denomina segunda forma cuadrilica de la super-
ficie la forma cuadratica
—dr dn = (—r,n,) du® + (—r,mn, — r,n,) du dv +

+ (—r,n,) diA,
Para los coclicienies de esta forma emplearemos las nota-
ciones signientes
—_ry, =L, —rn, —1rm, =2M, —rm,=N.
100209
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Puesto que dr-n = 0 y, por consiguiente,

d (dr-n) = (d*r-n) + (dr-dn) = 0,
se tiene

Il = d*r - n = (rwn) dt 42 (ry,n) dude 4+ (r,n) dif,
de donde
L=ryn, M=yrym, N=r,n.

Puesto que n =T;':“:+:|Y|ru X v, =V EG — F3, se
tiene

Tuy Vuu Puu
Ty Hu Zu
Lz(rﬁ"u"n)___ Zy Vo 2o
TraXrel —  VEC=FF '
Tuv WFuo Zuv
Tu Hu I
M= (rupury) — 1% i %
TRl T VEe=F

Zop Yoo 3nu|

Tu Hu 3y
N— (rooPu?p} —1%v ¥» &y
[7uX7| " VEG—F3

En particular, $i la superficie viene dada por la ecuacién
z = z (z, y¥), se tiene

s T 7 TR, S
L=vFama VitaTs

z
N=?W._"“-
VItE+s

§ 1. Curvatura de una curva sobre una superficle

Sean @ una superficie regular, # = » (u, v) alguna
parametrizacidn regular de la misma y y una curva regu-
lar sobre la superficie que pasa por el punto P (u, v)
y tiene-en este punto la direccidn (du : dv). Sea » = 7 (5)
la parametrizacién intrinseca de la curva y.
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Fig. 36

Consideremos el producto escalar (»"n). El vector +*
tiene la direcciébn de la normal principal a la curva
y su médulo es igual a la curvatura de la curva. De ello
resulta que

(r"n)=rkcost,
donde X eg la curvatura de la curva y 9 es el dngulo que
forman la normal principal a la curva y la normel a la
superficie (fig. 36). Pero
P o= (P 2 2otV - P U At =
= {ruun} u"}!_i_ 2 {Tuﬂﬂ'} u'y' . (1"“‘"-) v,
Por esto !

L du?~-2M du do+4 N dv? _ﬁ

keos O = G doF R — T -

El segundo miembro de esta igualdad depende sélo de la
direceién de la curva en el punto P (u, v). Es decir,

k cos & = &k, = const

en el punto P (u, v} para todas las curvas y que pasan
por este punto y tienen en él una misma direccion (o sea,
una misma tangente).

Le igualdad
k cos & = k, = const

expresa el leorema de Meusnier.
10*
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La magnitud %y se denoming curvaiura normal de la
superficic en la ireccion duda (du : dv). Salve el siguo,
es igual a I curvalura de la curva que ge obtiene en la
interseccién de la superficie y el plano que es perpendicu-
lar al plano tangemnte y que comprende la direccidn
(du : dv).

La curvatura normal de la superficie en la direccidn
dada coincide con la curvaiura normal del paraboloide oscu-
lador en esta misma direccidn.

Efectivamente, si referimos la superficie y su parabo-
loide osculador en el punto P a lag coordenadas carte-
gianas rectangulares tomando como plano zy el plano tan-
gente en este punto y como eje 2z la normal al mismo, la
superficie y el parabpoloide vienen dados por las ecuacio-
nes

z =z, ¥),

& ;
=9 (Zx Ii" 22 2z IP"*’y"_zw]I‘ 7).

De aqui se ve que la primera y la segunda formas cuadrali-
cas de la superficic y del paraboloide en el punto P son
iguales y, por consiguiente, son iguales las curvaturas
normales.

El resultado expuesto permite hallar la ecuacion. del
paraboloide osculador en el sistema de coordenadas ligado
de un meodo natural a cualquier parametrizacién (u, v)
de la superficie si tomamos el plano tangente en el punto
P (uy, vy) como plano ay, la normal al mismo como eje
z y los vectores #,, 7, y . como vectores de la base.

La ecuacién del paraboloide se puede representar,
evidentemente, en la forma

7 o= (U —Uo) 7'+ (V— o) Po-

g {A (= o2+ 2B (u=-uy) (0 —0) +C (6 —00) .
La. curvatura normal del paraboloide en la direccién
{(du : dv} serd

Adu?-4-2B du dv4- C dp®
8 dut--2 (‘ru'f'_g} du dy 73 dvd”

Gomparando esta expresién con la curvatura normal de la
superficié en la misma direccién y teniendo en-cuenta
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Tig. 37

que du ¥y dv son arbitrarios, deducimos gue
A=L B=My C=N.

Por esto, la ecuacién del paraboloide en forma paramétrica
es
L=U—Ug,  Y=U—"l

g = -:— {L (1 — ug)2 +2M (26— up) (v—0g}+ N (v —v)%}
lo que equivale a .
2~ & (La?+2May+ Ny?).

A partir de un punto arhitrario P (uz, v} de la super-
ficie tomemos en cada direccién (du : dv) un segmento

1
igual a LK Z donde k& es la curvatura normal de la su-
gu %

perficie en esta direccién. El lugar geométrico de los
extremos de estos segmentos se denomina indicatriz de cur-
vatura de la superficie en el punto P (fig. 37).

También se denomina con frecuencia indicatriz de
Dupin.

Veamos qué representa en si la indicatriz de curva-
tura. Para ello consideremos en el plano tangente a la
superficio las coordenadas cartesianas que se obtienen al
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tomar el punto de tangencia como origen de coordenadas,
las rectas que comprenden los vectores r, y 7, corao ejes
de coordenadas y los propios vectores 7, y 7, como vecto-
res de la base. Sean z e y las coordenadas del punto de la
indicatriz de curvatura correspondiente a la direccidn
(du : dv). Tenemos

1
1) bradutrgde
.z'r,,-l-yr.,—]-;;- v dat 7 OV

Elevando al cuadrado esta igualdad y observando que
z:y = du : dv, obtenemos

E du? 4+ 2F du dv--G dv*
¥ e =
L&+ 2Fzy+ G = g T du ok N R —

T VLt 2Mxy+ Ny v

De agui resulta
| La® + 2Mzy 4+ Ny | = 1.

Esta es precisamente la ecuacién de la indicatriz de
curvatura.

De este modo, la indicairiz de curvature represenia una
elipse en un punto eliptico de la superficie (LN — M*® >0},
un par de hipérbolas conj 5adas en un punte hiperbélico
(LN — M? <<0) y un par de rectas paralelas en un punie
parabdlico (LN — M*® = ().

Es evidente que la super,ficie y su paraboloide oscula-
dor tienen la misma indicalriz de curvatura.

La indicatriz de curvatura se puede introducir tam-
bién de otro modo, de cardcter mas geométrico. Sean P un
punto arbitrario de la superficie y @ el plano tangente
en este punto. Designemos por M}, el lngar geométrico de
los puntos-de la superficie cuyas distancing a o son igua-
les a h. Sometdmoslo’a una -transformacidn de semejanza

tomando P como centro de semejanza y ﬁ como coefi-

ciente de semejanza. Designemos por V_ M, el conjunto
de puntos obtenido.
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Si el plano tangente en P se toma como plano zy y
la normal como eje z, la ecuacién de la superficie serd

=1 (2 4 20y + 4B+ @+ ) e (=, ),

donde ¢ (x, y) -0 cuando z, y —0. De aqui que los
puntos de M, satisfacen la ecuacién

h= |_;_ (rz® + 22y + ty?) + (22 F y?) & (2 y) |
Puesto que las coordenadas de un punto de V‘i My

difieren en el factor V'k de las coordenadas del pﬁnto
correspondiente de M}, ellas satisfacen la ecuacién

1=] 4 (rat 4 2emy +097) + @+ 1) e (VR y VR
De aqui se ve qque —%Mn converge a la indicatriz de
curvatura cuando h — 0]

§ 2. Direcciones asintbiicas.
Lineas asint6ticas. Direcciones conjugadas.
Redes conjugadas sobre la superficie

La direccién (du : dv) en el punto™P (u, v) sobre la
superficie regular @ so denomina asintética &i la curva-
tura normal de la superficie en esta direccifn es igual a
cero. Bs decir, la direccién ‘(du : dv) serd asintética si,
y sblo si, se cumple la condicién

Ldu®42Mdudv + N d® = 0.

De ello resulta que en un punto eliptico de la superficie
no existen direcciones asintdticas, en ur punto hiperbélico
existen dos direcciones asint6ticas, en un punto parabblico
existe una direccién asintftica y, finalmente, en un punto
plano cualquier direccidn es asintética.

TUna curva sobre la superficie se denomina Ifnea asin-
tética si su direccién es asintftica en todo punto.

De aqui se deduce que

JL du® + 2M dudv 4+ N dv* = 0
es la ecuacién diferencial de las lineas asintéticas.
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Si la superficie contiene una recta, ésta serd obviamente
una linea asintélica. )

Sedialemos una propiedad sencilla de las lineas asinto-
ticas. Kl plano tangente a la superficie en todo punto de
una linea asintitica es el plane osculador. Ffectivamente,
si en el punto P de la Ifuea asintética y la curvatura es
igual a cero, el plano tangente a la superficie en el punto
gerd el plano osculador ya por el hecho de coruprender la
tangente a la carva. Si la curvatura de y en el punto P
es distinta de cero, el plano tangente contione los vectores
dr y d®» (el primero porque el planc es tangente y el se-
gundo porque la curva y es asintética y, por consiguiente,
satisface la condicién d* -m = 0). De aqui se deduce que
también en este caso el plano tangente es ¢l plano oscula-
dor a la linea asintdtica.

Veamos en qué condiciones resvltan asintéticas las
lineas coordenadas u = const y v = const de la superfi-
cic. Introduciendo sucesivamente uz = const y v = const
en la ecnacién de las lineas asintéticas, deducimos que la
red de coordenadas serd. asinibtica si, y s6lo si, son iguales
a cero los coeficientes L y N de la segunda forma cuadrdtica.

Teorema. En un entorno de un punto hiperbélice de la
superficie siempre se puede introducir una parametrizacion
tal que las lineas coordenadas sean asintéticas.

Esto se deduce del teorema general del § 3 del capitulo
IV puesto que las lineas asintéticas satisfacen la ecuacion

Ldu?*+2Mdudy + N dv? =0

para la enal se cumplen las condiciones del teorema men-
cionado (LN — M* << 0).

Sea P un punto arbitrario de la superficie @ y sean
(du : dv) -y (6u:dv) dos direcciones sobre la superficie
en el punto P; Las direcciones (d) y (8) se denominan
éonjugadas si las rectas g; ¥ gs (ue comprenden estas
direcciones son didmetros conjugados de la indicatriz
de Dupin en el punto P.

Es decir, para que lag direcciones (d) y (8) sean conji-
gadas es nocesario y suficiente que se cumpla la condi-
cién

L du.bu + M (du v + dv 8u) -+ N dv 8v = 0.
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Una comprobacién dirocta permite ver que la condi=
cién de conjugacién de las direcciones (d) y (8) admite una
denotacién compacta

dr b = 0
L+

drdn = 0.

Las direcciones asintéticas son autoconjugadas.

Supongamos que sobre Ja superficie se tienen dos fami-
lias 3 v v dé lineas que forman una red en el sentido de
que por todo punto de la superficie pasa una linea de
cadn familia. Entonces, la red de lineas formada por las
familias vz ¥ yp se denomina red conjugadu si en todo
punto tienen direcciones conjugadas las Iineas pertenecien-
tes a las distintas familias que forinan la red.

Si la red de coordenadas es una red conjugada, el coe-
ficiente M de la segunda forma cnadratica de la super-
ficie es igual a cero. Para comprobarle bastard escribir
la condicién de conjugacién para las direcciones (du: 0)
vy {0 : 6v).

En un entorrno de tode punto de la superficie que no sea
un punto plano se puede initroducir wuna parametrizacion
tal gque las lineas coordenadus formen una red conjugada,
cin le particularidad de que una familia de lineas coorde-
nadas se puede escoger arbilrariamente siempre gque las
lineas de esta familia no fengan direcciones asinidticus.

§ 3. Direcciones prineipales sobre la superficie.
Lineas de eurvatura

- La direccion (du : dv) sobre la superficie se denomina
direccién principal si la curvatura normal de la superficie
alcanza en esta direccidn su valor extremo. Es decir,
se trata do las direcciones que coinciden con las direcciones
de los ejes de la indicatriz de curvatura.

De aqui se deduce que en el caso general en todo punto
de la superficie existen dos direcciones principales. Por
eoincidir con Ins direcciones de los ejes de la indicatriz
de curvatura, las direcciones principales son ortogonales
¥ coenjugadas y, por consiguienle, satisfacen las condiciones

7(d, 8) = I dubu + F (du dv + dv bu) + G du v = 0

www.FreeLibros.me



154 SEGUNDA FORMA CUADRATICA [Cap. VII

(condicion de ortogonalidad) y
11 (d, 8) = L du du 4+ M(dubp+dobu)+Ndvbv=0

(condicién de conjugacidn).
Eliminando 8u y 8v de estas ecuaciones, oblenemos

Edu+Fdv Fdu-+Gdv
Ldut-Mdv MdudNdv|™

Esta es la condicién necesaria y suficiente para que la
direcci6n (du: dv) sea principal. Se puede eseribir en
otra forma, més simétrica

dvt —dudy du?
E F G |=0. (=)
L M N

Las direcciones principales no quedan definidas en
dos cagos: en ol caso de un punto plano ya que en él cual-
quier direcci6n es principal (pues la curvatura normal es
igual a cero en cualquier direccién) y en un caso especial
de un punto eliptico en el que la indicatriz de eurvatura
es una circunferencia (¢l punto se denomina entonces
umbflico). En un punto umbilico, al igual que en un
punto plano, cualquier direccidn es principal. Esto queda
reflejado en la condicién («) que determina las direccio-
nes principales. Dicha condicién se cumple idénticamente
s6lo en dos cases: si L = M = N =0 (punto plano)
o si los coeficientes de la primera forma cuadrdtica son
proporcionales a los coeficientes de la segunda forma
cuadratica (punto umbilico).

Las curvaturas normales de la superficie correspon-
dientes a las direcciones principales se denominan cur-
vaturas principales.

‘Teorema de Rodrigues. Si la direccibn (d) es direccién
principal, se tiene

dn = —kdr,

donde k& es la curvatura normal de la superficie en esta
direccién. Recfprocamente, si en la direccion (d)

dn = hdr,
entonces (d) es una direccién principal,
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Demostracién. Sea (5) la otra direccién principal, per-
pendicular a la primera. El vector dn que es perpendicu~
lar a m admite la representacién

dn = A dr + p br.

Multiplicando esta igualdad por &8s y observando que
dn -89 = 0 debido a la conjugacién de las direcciones (d)
y (8) y que dr -6 = 0 debido a la ortogonalidad de estas
direcciones, obtenemos

p 8»? =0,

de donde p =!0. Es decir, dr = A d». Multiplicando esta
igualdad por d», obtenemos

(dr -dn) = 2 dot,

de donde se deduce que & = —%k. Hemos demostrado la
primera parte del teorema.
Demostremos la afirmacién reciproca. Sea (d) una
direccién tal que,
dn = Adr.

Demostremos que es una direccién prineipal. Sea (8)
la direccién perpendicular a (d). Entonces, multiplicando
la igualdad dn = A d» por 87, obtenemos dn .57 = 0.
Pero esto significa que las direcciones (d) y (8) son conju-
gadas. Como son, ademds, ortogonales, resulta que son
principales.!

Hemos demostrado el teorsma,

- Una linea sobre la superficie se denomina linea de
curvatura st su direccién e8 en todo punto una direccién
principal j

De ello se deduce que

dr: —dudy du?
E ri G |= O
L M N

e8 la ecuacién diferencial de las 1{neas de curvatura.

Si las lineas coordenadas sobre la superficie son lineas
de curvatura, los coeficientes F y M de la primera y de la
segunda, respectivamenie, formas cuadrdticas son iguales
a cero,
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En efecto, F = 0 porque la red de coordenadas es
ortogonal y M = 0 porque la red es conjugada.

Teorema. En un entorno de todo punto P de la superfi-
cie gue no sea un punto umbilico ni un punto plano, la
superficie puede parametrizarse de modo que las lineas
coordenadas sean lineas de curviura.

Ffectivamente, la ecuacién diferencial de las lineag
do eurvatura tiene la forma

Adu* + 2B dudv + Cdv* = 0. ()

Puesto que en todo punto préximo a P existen dos, y 8-
lo dos, direcciones principales, el frinomio

A + 2Bt + CE

tiene dos raicos reales. Por eso, AC — B* << 0. Segin el
teorema del § 3 del capitulo IV do aqui se dednce que
existe una parametrizacién para la cual las lineas coorde-
nadas serdn curvas intograles de la} ecuacién (x4,
es decir, serdn lineas de curvatura.

Para terminar, demostremos un teorema que en algu-
nos casos permite hallar con facilidad lineas de curvatura
sobre la superficie.

Teorema. Si dos superficies se cortan a lo largo de una
curva v formando dngulo constante y si esla curva €s linea
de curvatura sobre una de las superficies, también serd
Iinea de curvatura sobre la otra. )

Demaostracién. Al derivar sobre la primera superficie a
lo largo de la curva y, tenemos

dny = ldr.
Para la segunda superficie es
dng = hy dr + pny -+ vRy.

Multipliquemos esta igualdad escalarmonte por #u, ¥ #,.
Entonces, tendremos

nydng = p(nd) 4 v (nng) ¥ Bgdne=p (mym) +v(M3)e

Poro mgdm, =0 y mydn, = d (nny) —mnydn, =—
Zmy dy= —nhydr = 0. Es decir, '

pm 4+ v (nng) =0y winmgtvng=0. o)
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5i las superficies no son tangeules a lo large de la curva
y, s¢ lienc nin,— (n,n,) =} w; X 0, |0, y, por
consiguiente, las igualdades (s#)] pueden darso sélo
si p = v = (. Pero entonces para la segunda superficie
se tiéne dn, = k, dr, o sea, y es linea de curvatira de
la segunda superficie.

5i las superficies son tangentes a lo largo de ¥, la afir-
macién del teorema se hace evidente ya que, en virtud
del teorema de Rodrigues, si la direccion de la linea y es
principal en una superficie, también sord principal en fa
otra.

- Hemos demostrado el teorema.

Corolario. Si la esferajo el plano) forma un dngulo cons-
tante con una superficie cualquiera, la linea de interseccidn
es una linea de curvatura.

Esto resulta de que toda cwrva irazada sobre lu esfera
{0 sobre el plano) es una linea de curvatura.

§ 4. Relacién entre las curvaturas principales
de una superficie y la curvatura normal
en una direccién arbitraria.
Curvaturas media y gaussiana de una superficie

Expresemos la curvatura normal de la superficie en
una direccidst arbitraria a través de las curvaturas norma-
les principales. PPara ello consideremos las coordenadas
cartesianas reclangulares z, ¥, y z tomando como plano
Ty el plano langente a la superficie en un punto arbitra-
rio O y como eje z Ja normal a la superficie. Escojamos
las direcciones de los ejes x e y de modo gue coincidan
con las direcciones principales en el punto O,

Sea z = z (x, y) la ecuacién de la superficie en un
entorno del punto O referida a estas coordenadas. En el
punto @ se tiene z, = 0 y z, = 0. Por eso, en ¢l punlo O
se tieno

= dz* + dy?,
1T = rda® + 25 dx dy + t dy*.

Puesto que en el punto @ las direcciones (0 : dy) y (6z : 0)
son conjugadas por ser direcciones principales, se Liene
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s = 0 y, por consiguiente,

17 = rda® + t dy*.
De aqui que la curvatura normal en una direccién arbi-
traria {dx: dy) sea

e rdz®4-tdy®
- Jx‘-}-dyi -

Tomando las direcciones (0 : dy) y (Bx : 0), vemos quo r
y ¢ son las curvaturas principales.

Sea ¢ el angulo que forman una direccidn arbitraria
(dz : dy) y la direccién principal (dz : 0), sea k, la curva-
tura normal en esta direccién y sean %, y k, las curvatu-
ras principales correspondientes a las direcciones (dx : 0)
y (0 : 8y), respectivamente. Entonces de la expresién (v)
para la curvatura normal se obtiene la formula de Euler
para la curvetura normal en una direccién arbitraria:

ky = ky cos® & + k, sen® 9.

De 1a férmula de Euler se deduce que para obtener la
curvatura normal en una direccién arbitraria basta cono-
cer las curvaturas principales de la superficie.

Hallemos la expresién para ]Jas curvaturas principales
en ol caso de cualquier representacién paramétrica de la
superficie.

Sean k, y kg las curvaturas principales de la superlicie;
supongamos, para concretar, que ky Z= k. En tal caso,
como sabemos, %, es el miximo y k, es el minimo del
cociente de las formas cuadriticas

11 LE2MEn+ N2
T = EE et en®

~ Sean E y 7 los valores de las variables & y n para los
cuales este cociente aleanza el mdximo (sabemos ya que
estos valores de E y n existen). Entonces, para todos los
valores de § y n se tiene

I —kJ <0,

r

con la particularidad de que para £ ="E y m =1 se al-
canza la igunldad, De ello sé deduce que para estos valo-
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res es

(I — kD) =0,

({1 —kyI)n =0,

LE+ M — ky (EE- Fr) == 0,
ME+ Nn—ky (FE+Gn) = 0.
Eliminando £ y 7 de estas igualdadey, obtenemos la
scuacién para k;
L—kE M-—=kF
M—kF N—kG

Realizando razonamientos andlogos para k,, obtene-
mos la misma ecuacion. Es decir, las curvaturas principales
ky y &, son raices de la ecuacion de segundo grado

L—kE M—kF
M—kF N—iG |7

0 sea,

0 sca,
k% (EG — F*) —k (LG —2MF + NE) + (LN — M%=0,

Definamos ahora log conceptos de curvaturas media y
gaussiana de una superficie. La semisuma de las curva-
turas principales de la superlicie

H =3 (ki)

se denomina curvature medin de la superficie.

Las sigunientes propiedades justilican el término de
g¢curvatura median,

Sik,vy kv+ « 8Son las cirvaturas normales de la super-

2

ficie en dos direcciones reciprocamente perpendiculares,
la semisuma de las mismas es igual a la curvatura media
de la superficie.

El valor medio de las curvaturas normales de la su-
perficie en un punto dado de la superficie, o sea, el valor

P i{“k.., a,
]

es igual a la curvabura media de la superficie.

www.FreeLibros.me



160 SEGUNDA FORMA OUADRATICA [Cap. ¥1I

Ambas propicdudes se obtlivuen Licilmente de la formu-
o de Buler.

El producto de lag curvaturas principales de la super-
ficie

K = kk,

se denoming curvatura gaussiana 0 curvature totel de la
superticie.

Hallemos las expresiones de las curvaturas media
y gaussiana de la superficie en términos de los coeficien-
1es de la primera y de la segunda formas cuadraticas,

Por cuanto las curvaturas principales &, v k, de Ia
suporficie satisfacen la ecuacidn

k2 (EG — F® —k (LG — 2MF +INE) 4 (LN —M*%=0,
en virtud de la propiedad de las rafces de una ecuacién
de segundo grado tenemos
A 1 Le—2MFANE
fi—'i(ki-l_ks)_? EG—F? '

fJN-M""
EG—¥2 *

En particular, si la superficie viene dada por la ecuacién
2z~ z(, y), se tiene

1 (-4at) r—2pgs+ (1407 ¢t
H’ = ‘Z F »

K =kykg=

(t+p4g9*
; rt—s*
K=arrror
donde p, g, r. s y ¢ sou las designaciones habituales de las
derivadasg de la funcion z (z, ¥). _
 Notemos que el signo de la curvatura gaussiana Se
determina por la expresibn LN — M*. Por esto, la-
curvatura gaussiane es positive en los punios elipticos, es
negativa en los puntos hiperbélicvs y es igual a cero en los
puntos parabilicos y en los puntos planos.

Sea M un conjunto cualguiera de puntos de una super-
ficie. Construyamos a partir de un punto arbitrario O
Jos vectores unitarios de las normales a la superficie en
los puntos del conjunto M. Los extremos de estos vecto-

www.FreeLibros.me



Qi] CURVATURA MEDIA Y GAUSSIANA 164

Fig. 33

res forman un conjunto M’ sobre la esfera unitaria. Este
conjunto se denomina imagen esférica del conjunto M
(fig. 38).

Existe una relaciéon importante entre el drea de la
superficie, el drea de su imagen esférica y la curvatura
gaussiana de la superficie. Esta relacién se formula en
el teorema siguiente.

Teorema de Gauss. El cociente del drea de la imagen
esférica de una region sobre la superficie al drea de esta
regidn tiende al valor absoluto de la curvalura gaussiana
en el punio dadoe O de la superficie cuando la regidn tiende
a este punto.

Demostraremos eate teorema suponiendo gue la cur-
vatura gaussiana en el punto O es distinta de cero y que la
region G, que tiende al punto O, esti limitada por un

11-0208
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niimero [inito de eurvas suaves a trozos. Esto se debe a
que la imagen esférica de Ta regién G puede mo ser una
regién si la curvatura gaussiana on el punio O es igual
a cero. Por eso, para poder analizar el caso general,
habria que definir el concepto de drea para un conjunto
cualquiera.

Sea, pues, O un punto eliptico o hiperbélico de la
superficie y sea G una regidn perteneciente a un entorno
suficientemente pequefio del punto O y limitada per un
nimero finito de curvas suaves a trozos.

Parametricemos la superficie en el entorno del punto O
de modo que las lineas coordenadas que pasan por el
punto O tengan en este punto direcciones principales.

La ecuacion

;?n(u,v).

donde n (u, v) es el vector unilario de la normal a la su-
perficie, representa la parametrizacién de la esfera unita-
ria en un enotorno del punto O’ correspondiente al pun-
to O de la superficie. Efectivamente, en el punto '
la condicién n, X n,5=0se cumple de un modo evidente
ya que m, = —kg', y N, = —k,7,; por continuidad,
también se cumple en un entorno de este punto. La ima-
gen esférica G’ de la regién G representa una region limi-
tada por un namero finito de curyas suaves a trozos si la
regi6n ¢ pertenece a un entorno suficientomente pequefio
del punto (3. Su direa es

a(G*):H | X 1, | dudo.
G

Puesto: que él“avea do la regién G es
¢(6)= | j |70 % 7| dudo,
¢

sg, tiene

6(€) | a1l 41 g
T Trera (0 Vel

‘Henios demostrado el teorema,
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§ 5. Superficies regladas

Una superficie @ se denomina superficie reglada ele-
mental si por todo punto P.de esta superficie pasa una
recta que tiene comiin con la superficie un segmento con-
teniendo el punto P, con la partieularidad de que los
extremos de esic segmento no pertenecen a la superficie.

Ejemplo. Sean a (u) y b (u) dos funciones vectoriales
que esiin definidas en un entorno dol punto u = y
y que satisfacen en este punto las condiciones b (up) = 6
¥ b {¥p) X @' (u,) %= 0. Entonces, para e suficientemente
pequeiio, la ecuacién vectorial

r=a@+vb@) lu—uyl<ey|vi<e (+)

define una superficie reglada elemental.

Efectivamente, para e suficientemente pequefio se
tiene 7, X 7, 3= U, ya que para u=u, y v =0 es 7, X
X2y = @' (1) X b (up) == 0. De aqui se deduce que sien-
do e suficientemente pequefio, la ecuacidn (*) define efecti-
vamente nna superficie. Esta superficie es una superficio
reglada elemental; ello se deduce de que por un punto ar-
bitrario (#', v') de esta superficie pasald recta 9 = @.(¢') -
+ th (u') tal que su segmento |t | << & perlenece a la
superficie ¥ sus extremos no le perienecen.

Una superficie (O se denominu superficie reglada general
si todo punto de la misma Liene un entorno que ¢s una
superficio reglada elemental,

Los segmentos rectilineos sobre la superficie reglada
se denominan generatrices rectilineas.

Puesto que por todo punto de una superficic reglada
pasa una generatriz rectilinea, resulta que on cada punto
de una superficie reglada existe una direccién en la cual
es igual a cero la eurvatura normal de la superficie. De
ello se deduce que sobre la superficie reglada no puede
haber puntos elipticos. La curvatura gaussiana de la super-
ficie reglada es negativa o igual a cero.

Las generairices rectilineas son lineas asintéticas.

Hallemos una representacién paramétrica local de una
superficie reglada arhitraria, o sea, su representacién
paramétrica en un entorno suficientemente pequeiio de un
punto arbitrario P.

11#
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Distinguiremos los casos siguientoes:

1. El punto P es hiperbélico.

2. Todos los puntos de un entorno suficienlemente
pequefio del punto P son parabblicos.

3. Todos los puntos de un entorno del punto £ son
puntos planos.

En el primer ¢aso al menos una familia de lineas asin-
Loticas en un entorno del punto P estd formada por rec-
Las.

Efcetivamente, o bien todas las lineas asintdticas en
el entorno del punto P son rectas o hien existen lineas
asintéticas y tan préximas a P como se quiera que no on
reclas. Pero enlonces son rectas todas las lineas asintéticas
que cortan vy.

8i ¢ = a (u) es la ecuacién de la linea asintética y
y b () es el vector unitario de la segunda direccién asintd-
tica, entonces la superficie puede ser dada en un entormno
del punte P mediante la ecuacidn

r = a (¥ + vh (u).

Consideremos el segundo caso. En este caso las genera-~
trices rectilineas son Jineas de curvatura. Por todo punto
Q préximo a P pasa sblo una generatriz rectilinea. Tra-
cemwos sobre la superficie, por el punto P, la curva y do
ecuacion v = a (1) de modo que sv direccidn en el punto P
no coincida con la direccién de la gencratriz. El vector
unitario & (©) de la generatriz es una funcién regular de .
En un entorno del punto P la superficie puedo ser dada
mediante la ecuacién

= q {u) + v (u).

 Consideremos ahora el tercer caso. Como-todos los pun-
tos préximos a P son puntos planos y como en un punto
plano cualguier direccién es principal y la curvatura nor-
mal en cualquier direceién es igual a cero, resulta por el
teorema de Rodrigues que dn.=0 en el entorno del punto
P. Por consiguiente, 7 = mn., = const. Puesto que nds =0
se tiene m, (#r— 2,) = 0. Es decir, en el tercer caso un
entorno suficientemente pequetio del punto P es una regioén
de un plano. Sean a, ¥ b, dos vectores constantes indepen-
dientes cualesquiera pertenecientes a este plano. Enton-

www.FreeLibros.me



§ 5] SUPERFICIES REGLADAB 165

ces la superficie puede ser dada en el enitorno del punto P
mediante la ecuacifn

= asu 4 Dhyv.

Es decir, en todos los casos considerades la superficie
reglada en un entorno suficientemente pequefio de todo punto
admite una parametrizacién de tipo

r = a {u) + vh ().

Estudiemos ahora una clase importante de superficies
regladas, las superficies desarrollables.

Una superficie @ se denomina superficie desarrollable
si es localmente isométrica al plano, o sea, si para todo
punto de csta superficie existe wn entorno isométrico
a una regién del plano.

Resulta gue para gue la superficie sea desarrollable es
necesario y suficiente que su curvafura gaussiana sea siempre
igual a cero (capitulo VIII §2 y capitulo IX § 6). Es decir,
las superficies desarrollablos se pueden definir como las
superficies de curvatura gaussiana nula,

Toda superficie que sea la envolvente de una familia
monoparamétrica de planos es una superficie desarcollable.
Efectivamente, en virtud del teorema de Rodrigues, la di-
reccién a lo largo de la generatriz rectilinea es direccién
principal. Pero como la curvatura normal en esta direc-
cifn es igunal a cern, también es igual a cero la curvatura
pansgiana.

Estudiemos la estructura de la superficie desarrollable
en un entorno de un punto arbitrario P. Distinguiromos
dos easos:

1. En el entorno del punto P la curvatura media H = 0

2. En el entorno del punto P la curvatura media
H == 0.

En el primer caso son iguales a cero las curvaturas
princiales de la superficie en todo punto proximo al punto
P. Por consiguiente, todo punto préximo a P es un
punto plano. Pero entonces, segfin hemos demostrado ante-
viormente, el punto P tiene un entorno gue es una regién
ie un plano

Consideremos el segundo caso. Tomemos sobre la su-
perficie la red de coordenadas formada por lineas de
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curvatura. Supongamos que las Ifneas u (o sea, v = const)
son agquellas Iincas de carvaturn # lo largo de las cuales
es ignal a cero la curvatura normal de la superficie.

Segiin el teorema de Rodrigues, se tiene n, =0 ya que
la curvatura normal en la direccién de la linea n es igual
a cero. De ello se deduce que las pormales a la superficie
a lo largo de la linea w son paralelas.

Demostremos que las lineas u son rectas. Tenemos
7,1 = 0. De aqui obtenemos gue (» —») n =20 a lo largo
de la linea n. Es deeir, la linea « es plana. Ademds, el
veetor 2e, =0 ticne la diveceién de Ja normal a la linea
u. Pero como (n,), =(n,), = 0, las normales a la 1inea
son paralelas. Esto puede ocurrir s6lo si Ja linea w es una
recla.

Es decir, en ambos casos la superficie desarrollable es
reglada y el plano tangente no varia n lo largo de las generatri-
ces rectilineas. De este modo, en el segundo de los casos
considerados el plano tangente deponde sélo de un
pardmetero (v} y, por consiguiente, le superficie desarro-
llable es la envolvente de una familiu monoparaméirica de
planos.

§ 6. Superficies de revolucién

Una superficie F se denomina superficie de revolucion
si se obtiene al girar una curva alrededor de un eje, Las
Jineas de interseccion de la superficic con los planos que
pasan por el eje de revolucidn se denominan meridianos
y las lineas de interseceién con los planos perpendiculares
al cje de revolueion se denominan paralelos (fig, 39).

Obtengamos la ecuacién de la superlicie de revolucién
que resulta a) girar alrededor del oje z la curva vy

z=q¢ @), z=1v%{

perteneciente al plano zz, Por efecto del giro de dngulo v,
ol punto. (p (w), 0, P (1)) de }a curva y se transforma en el
punto ]

(p () cos v, i (u) sen v, ¥ (u)).
De aqui que la ecuacién de la superficie de revolucién sea

T=q (1) cos v, y=q (u.} sen v,z =1 (u)
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Fig. 30

Las lineas v = const son los meridianos de In superficie:
y las lineas . = const son los paralelos.
La primera forma cuadritica de la superficie es
I = (@24 y'%) du? - @2 dv?.
Como vemos, los meridianos y los paralelos de la super-
ficie de revolucién jorman una red oriogonal (I' = 0). Des-

de luego, este resultado es geométricamente evidenle.
La segunda forma cuadritica de la superficiv es
Ir—= L e du? Ll

Veriy® Vor+oe

Como vemos, los paralelos y los meridianos forman una
red conjugada (M = 0). Puesto gue la red es, ademds,
ortogonal, los paralelos y los meridianos son lineas de curva-
tura. Geométricamente esto también queda claro pues los
planos que pasan por ¢l eje v los planos perpendiculaves
al eje cortan la superficic de revolucién formando dngulos
constantes y, segun el corolario del tcorema del § 3 del

dv?,
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capitulo V11, las lineas de interseccion (o sea, los meridia-
nos y los paralelos) deben ser lineas de curvatura,
Es importante sefialar gque los coeficientes dela primera
v de la segunda formas cuadyiticas dependen s6lo de u.
Hallemos las curvaturas principales de la superficie
de revolucién. Sean k, la curvatura del meridiano, sea k;
la curvatura del paralelo y € el dngulo que forma la tau-
gente al meridiano con el eje de la superficie. Puesto que
el plano del meridiano corta la superficie en fngulo recto;
la curvatura normal de la superficie en la direccion del mert-
diano es igual a la curvatura del meridiano, o sea, es igual
a k. Para la curvatura de la superificie en la direccién
del paralelo obtenemos, por el teorema de”Meusnier, ¢l
valor k&, cos #. La magnitud k%, cos ¥ tiene un sentido geo-
métrico sencillo; a saber, si designamos por d .la longitud
del segmento de la normal a la superficie comprendido entre
el punto de la superficie y el efe (fig. 39), se tierie

ke, cos '&af—}.

Para terminar este pardgrafo veamos un efemplo de una
superficie de revolucién de curvatura gaussiana negetiva
constante.

Supongamos que el eje de revolucitn es.el eje z. La
ecuacién del meridiano de la superficie :en el plano 2z es

= x {z).

La curvatura normal de la superficie en la direccién del
meridiano es
kl = ——I—E .
(427>
La curvatura normal de la superficie .en la direccitén de!
paralelo es

kg=r —--—-—-—1—-;.
JRTS.
DPe agui que la curvatura gaussiana de la ‘superficie sea

_.z'.
K= <arem
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Multiplicando esta ecuacién por zz’, obtenemos
Koz’ =it

Integrando, encontramos

1
sz+c=T—l|-_z"T'

donde ¢ es vna constante arbitraria. Para poder integrar
en funciones elementales, pongamos ¢ = 1. Entonces,

—z'2
szz'i—-{-xW'
Pongamos z' = tg ¥. Tenemos

K= —sgen?d vy ;r:n—l-?_—Tsen D

Luego,
—=ctgd y di= V% -';—i:?g*dﬂz
= 'l/i—ﬂ' (sor— sen ©) a0,
de donde
z:ﬁ (cos & +Intg %) +e.

La constante ¢ no tiene importancia y corresponde a un
desplazamiento del meridiano paralelanmiente al cje,
La ecuacién del meridiano es

1 . 1 i
:c=—17——:___£-sent}. z—-]/—___T(cosf}—l—lnth)_

Esta curva se denomina tractriz. Su propiedad distintiva
consiste en que ticne longitud constante ol segmento de
la tangente comprendido entre el punto de tangencia y el
eje z. De modo que la superficie que hemos encontrado se
obtiene girando la tractriz. Bsta superficie se denomina
seudoesfera,
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Sus ecuaciones son

a:-_-;T_-i_Tsen  cosq,
1

== ———gen f sen ¢,

V=~<r=% P

z-—_——-l—;% (-cosﬁ'ﬂ—ln ty —2—) .

La fig. 40 ofrece una idea de la forma de la seudoesfera.

EJERCIGIOS PARA EL CAPITULO VII

1. Calcular la scgunda forma enadritica para la superficie:
helicoidal
= §o0se, y=penv, z=1yp,
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—2du dv
Vit
2. Hallar la curvatura normal del paraboloide z= -;—(M:‘-l-
- By*) en ol punto (0, 0) en Ja direccién (dz : dy).
Respuesta. k = P 1o :

Respuesta.

I
dx? 4 dy? *

3. Mostrar que cualguiera que sea la parametrizacién del
plano 1a segunda forma cuadritica es idénticaments igual a cero
y fue cualquiera que sea la parametrizacién de la esfora la sagunda
forma cuadritica es proporcional a la primera.

4. Hallar las lineas asintbticas de la superficie

z L]
Z=v—+_
¥z

1. 4

A p— b".
2 y%
5. Determinar las lineas asintéticas del catenoide

Respuesta. « = ¢,

z=chucosv, y=chusenw, s = u

Respuesta. u + v = const y u —v= const.

6. Mostear que sobro el helicoide una familia de lineas asinté-
Licas esti formada por rectas y la otra, por hélices.

7. Sobre la superficie

azt 4 byt - e =1
hallar Ja familia de lineas conjugada de la familia y = const.
Respuesta. 1 — by® = hz®, donde A es una constante arbitraria.
8. Mostrar qma las curvas de traslacién (u = const y v=
=_6cunst.) forman una red conjugada sobre la superficie de trasla-
cifn
r=U(u)+ ¥V (v)
9, Determinar las curvaturas principales del paraboloide
z == a (z* + y® en el punto (0, 0, 0}

Respuesta, 2a y 2a. )
40. Determinar las lineas de curvatura sobre ol helicoide

7= nCO8V, y = USEN V, £ = (V.
Respuesta.

In (u+ V 12 F ¢?) — = const,

1o (e V w¥ %)+ v = const.
{1. Hallar las lineas de curvatura del paraboloide

z = azy.
Respuesta.

Io (ay + V' 1+ @ & In (az + Vi a%ah) = const,
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12. Hallar las curvaturas media y gaussiana del paraboloide
z=azyenel pputo 2 = y = 0.

Respuesta. K = —a?, H= 0.

13. Mostrar quo la curvatura media del helicoide es igual a

A4, Mostrar que la curvatura media del catenoidae
2
z=g Arch V’_x‘ji.

es ignal a cero.
15. Mostrar que la red asintética es ortogonal =i la curvatura
media de Ja superficie es igual a cero.

PROBLEMAS Y TEOREMAS PARA EL CAPITULO VIT

1. Sean == (u, v) una superficie arhitraria, (1. vy) una snce-
sién de puntos convergente al punto {u,, v) ¥ (a:b) una direccién
en el punto (ug, vy) on la que es distinta de cern la curvatura nor-
mal de la superficio.

Mostrar que si

. ol WO
Up==Up b

cuando k + ~o, la direccidn de la recta de interseocidn de Jos pla-
nos tangentes a la superficie en log puntos (ug, ve} ¥ {1y, vy) con-
verge & la direccitn conjugada de (a:d).

2. Demostrar que por efecte de una aplicacidn proyectiva
(afin, en particular) de una superficie toda red conjugada se trans-
forma en una red conjugada y toda red asintdtica se transforma en
uwna red asinttica.

3. Demostrar que forman una red conjugeda las seccionas de
la superficie correspondientes a un haz de planos que pasan por una
roctn arbitraria g y las lincas de langencia de esta superficie con
los conos circunscritos a ella que tienen sus vértices en la recta g
{teorema de Koenigs).

4. Domostrar que las curvas de trastacién sobre la superficie
de traslacion

r=0{u}+ ¥V (v)

{0 sea, 1as curvas ¥ = const y v = const) forman una red conjugada.
5. Domostrar que sobre las superficies de Petersén

_ w47 @)
U{uw)+Vi) "
donde T y ¥ gon_unas funcicenes vectoriales y U v V son unas fun-
cionos escalares de los argumentos indicados, las familias u =
= const ¥ v = const forman una red conjugada.
6. Demostrar que la sulporficio es una osfera o una regién de
una esfera si todo punto de la misma es umbflico,

P
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7. Hallar los puntos umbilicos del elipsoide
P |
atata=t

8. Demostrar que si las lineas asintéticas de diferentes Jami-
lias tiepen en el punto comiin curvaturas distintas de cero, entonces
sus torsiones gon iguales en valor abseluto pero tiener signos opues-
tos.

El valor absoluto de la torsién es.igual al yalor absoluto de la
curvatura_gaussiana de la superficie en el punto dado (teorema de
Beltrami y Enneper).

9. Sea » (u, ¥, w) una funcién vectorial de los argumentos u, v
y w. Demostrar que siendo

Tyt = TpPp = Tty = 0
o3
T'upTw= 1yl =Twury =0

10. Scan dodas tres [amilias de superficies
@ (z, y, 2) = const, VP {x, y, 2z} = const y ¥ (x, y, 5) = const,
con la particaluridad de que el jacobiano

Dig, ¥, 0
Do vy T O

Se dice que estas familias Jorman un sistema {rierfogonal de super-
ficies si cualesquiera dos superficies de diferentes [amilias se cor-
tan formando angulo recto.

Demostrar que lus superficies de distintas familias do un siste-
ma triortogonal se cortan & lo largo de lincas de curvatura,

11. Hallar las lineas de curvatura sobré la superfivie de se-

gundo orden
or® + By’ 4yt =1

inclyuéndola en un sistema triortogonal de superficies confocales de
segundo orden. s Ze

12. Una superficie © se denomina paralela a la superficie /'
si es el lugar geométrico deo los extremos de los seginentos de longi-
tud constante llevados sobre las normales a la superficie F. Consi-
deremos como puntos corréespondientes de las superficies F y @
los extremos de los segmentos que s¢ mencionan en la definicién.

Demostrar que: =

1) los }lanos tangentes en los.putitos correspondientes de las
superficies £ y @ son paralelos;

2) la propiedad de paralelismo es reciproca (o sea, 51 @ és para-
lela a F, también F ¢s paralela a ®);

3) las lineas de curvatura de la supecficie } corresponden a
lag lineas de curvatura de la superficie @. .

13. Si el punto P de la superficie F no e punto umbilico ni
punto plano, entonces an un entorno del punto P las superficies
paralelas & F y las superficies desarrollables lormadas por las nor-
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mules a la superficie F u lo largo de las lineas de curvatura lorman
un sistema triortogonal do superficies, Demostrar esta afirmacion,

14, Demostrar que por efecto de la inversién las lineas de
curvatura de la superficie dada corresponden a las lineas de cur-
vatora de la superficie transformada.

15, Demostrar que por efecto de una aplicacién conforme del
espacio subre si mismo la esfera so transforma en una esfera o en
ol plano. Basindose en cllo, demostrar a su vez que toda aplicacifn
conforme es el resultado de transformaciones de semejanza, de mo-
vimiento, de reflexién especular y de inversidn.

16. Expresar las curvaturas media y gaussiana de la superfi-
cie paralela en términos de las curvaturas media y gaussiana de la
superficie dada y de la distancia entre las superficies.

17. Supongamos que la superficie F

r=r (u, v}
es deformada de modo que en el momento £ se transforma en la su-

perficie F;
r=F (u, v) + tA(n, v}n

Demostrar que para valores pequeiios de ¢ la variacion del drea de
la superficie, determinada por la deformacidn, con precision de
hasta términos de orden t es igual a

2 J AH do,
F

donde X es la curvatura media de la superficic F y do es el cle-
mento del drea de esta superficie.

18. Una superficia F se denomina drea minime si para todo
punto 2 de la misina existe un entorno @ limitado por una curva
simple y tal que cualquier otra superficie limitada por y lenga un
drea no monor que el entornoe @ de la suporficie ¥. Demostrar que
la curvatura media de toda superficic de drea minima es igual a
coro.
19. Demostrar que la aplicacién esférica de una superficie de
drea minima es conforme en un entorno de tode punto que no sea
un punto plano.

20. Demostrar que, sobre una superficie de drea minima, el
drea de una regifin G limitada por una curva y es igual a

or=—.} S {(r, dr, n)
v

(férmule de Schwars).

21. Domostrar que toda superficie de dreca minima que sea
reglada es un plano o un helicoide.

22. Demostrar que toda superficic de éren minima que sea
une superficie de revolucién es un plano o un catenoide.

23. Hallar en cuadraturas todas las superficies de revolucidn
que tengan curvatura gaussiana constante,
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CAPITULO VIII

ECUACIONES FUNDAMENTALES
DE LA TEORIA DE SUPERFICIES

En los dos caplLuJo% anteriores hemos tocado varios
problemas de la teoria de superficies para cuya solucién
se requiere sélo conocer la primera y la segunda formas
cuadraticas de la superficie.

Es natural preguntarse: dhasta qué grado la primera
y la segunda formas cuadriticas determinan la superficie
¥y qué condiciones deben cumplir las formas cuadraticas

Edu® + 2F dude -+ Gdv® y Ldu® + 2Mdudv + Ndw?
a fin de que exista una superficie para la cual estas for-
mas cuadrdiicas sean su primera y segunda, respectiva-
mente, formas cuadraticas?

BResponderemos a esta pregunta con el teorema de Bon-
net en el altimo pardgrafo de este capitulo.

§ 1. Férmulas de derivaeién

Las f6rmulas de derivacién para las superficies repre-
senlan un andlogo de las férmulas de Frenet para las cur-
vas. Expresan las derivadas de los veclores #,, v, y » en
términos de eslos vecloves y los coeficienles de la primera
y de la segunda [ormas cuadriticas de la superficie. Obten-
gamos estas formulas.

Puesto que los vetores 7, #, y ® no se encuentran en
un mismo plano, todo veetoe puede ser representado como
una ecombinaciéon lineal de los vectores #,, v, vy m. En
particular,

Puu == gtfu -+ r?ﬂ"u +Ayn,

Pyp = Tiyry +Thre 4 A,
Pyy = r;aru -+ I‘:z‘rw ~+ Agem2,
My = Uy Py - Aya?p + M,
My == Cay Py + Uag?p + Uaghk.

Mostremos que los coeficientes I, 4,5 y «;y se expre-
san efectivamente en términos de los coeficientes de la
primera y de la segunda formas cuadriticas de la superfi-
cie.
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Obscrvemos, ante todo, que los coeficientes oo ¥ gy
son iguales a cero. Para ello bastard multiplicar escalar-
mente por n las dos Gltimas igualdades. Tendremos

Myt =04 Y MNpM = Ugg.
Pero

R =4 (0D, =0 y myn =5 (0}, =0.

Para hallar las expresiones de oy, ¥ @y, multiplique-
mos la igualdad

Moy == Oy Ty + AyaT
cscalarmente por 7, y por #,. Tendremos

— L=y L -} ougafF,

— M =y F o405,

de donde
~LG-+MF LF—ME
Cu=-~gg—_m , ¥ ="gg—m -
De un modo andlogo se obtienen oy, ¥ oyl
NF--MG —~NE+MF
%n=—TFe—rpz Y =R

Para hallar los coeficientes Ay, Ayg ¥ Agq, multiplique-
mos por # las tres primeras férmulas. Obtendremos
hy=L, hg=M y kp=N

Para hallar los coeficientes 1'%, mu]tlphquemos las
tres primeras igualdades por 7, y por r,, Obtendremos asi
seis relaciones para los coefmlentns T

L+ F?!F - T E,,
ELF -+ F}(G = Fu = ‘;“ Ey,
TLE + T4F =~ 3 E,,
DhF o T46 =5 Gy

1
PLE+TL,F=F, _TG;;-
T4F + TG =1 Go.
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De eslas seis ecuaciones pueden determinarse los seis
coeficientes ;. No daremos las férmulas para los coeficien-
tes T'%;; sefialemos sélo que, a diferencia de los demds
coeficientes, éstos se expresan exclusivamente en términos de
los coeficientes de la primera forme cuadrdtica y de sus
derivadas.

Es decir, hemos demostrado que las derivadas de los
vectores #,, #, ¥ 1 se expresan efeclivamente a través de
los vectoves s, v, ¥ 1 con coeficientes que dependen s6lo
de los coeficientes de la primera y de la segunda formas
cuadraticas de la superficie.

Para lerminar, hallemos los cocficientes I'%; en el caso
en que la primera forma cuadritica de la superficie es

I = du® 4 Gdv™.

Tomando £ = 1 v F = 0 on las ecuaciones para I'f;
ohtenemos

=0, Iy =0,

) 1 G
]-}2—0‘ r?za‘g_" (:' ’
i 1 -~ 1 G
Iy = _‘?("u- ng:‘f"a?"-

§ 2. Formulas de Gauss-Peterson-Codazzi

La primera y la segunda formas cuadriticas de la su-
perficie no son independientes, La relacion entre los coefi-
cientes de estas formas puede ser obtenida del modo
siguiente.

Tenemos las igualdades evidentes

(Puwde— (Puodu =0, (Too)u— (Fuo)p=0
¥ ('nu)a '_'{"'uJu =0,

Si en estas igualdades sustituimos las expresiones que
figuran entre paréntesis por las férmulas de derivacidn,
y, después de derivarlas, de nuevo realizamos esta susti-

i2—0209
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tucién, obtendremos tres igualdades vecloriales de tipo
Aﬂ'u + B;'r,, + Cln = 01
Agry, + Byry + Cyn =0,
Agry + Baro + Cane =0,
donde 4, Ag, - - -, C3son expresiones que, de modo bien
determinado, se oblienen de los coeficientes de la primera
y de la segunda formas cuadriticas de la superficie y de
sus derivadas. De estas tres relaciones vectoriales se dedur
cen nueve relaciones escalares:
1=0v B].:OI Cl=0|
Ay =0, By=0, C,=0
dy=0, By=10, C;=0U
Hallemos, por ejemplo, la relacién B, = 0. B, repre-
senta el coclicienle de 4, en la expresion @ = (Puu)e—
—(#up)y despubs de sustituir las derivadas de los vectores

n, 1, ¥ 7 de acuerdo con las formulas de derivacion.
Tenemos

w= [ﬁ:"‘u + I"f{r., -ll'b"’)l‘-' 55 (I}aru + r:g-a?‘n + M]—n)u Lo
= {(F?tja o+ Liruo + Tiwoo + Lo} —
—{U b o+ Liaruu Lhrye+ Mong) + {7y, 1},
donde {#,, n }contiene 5610 los veelores vy ¥ 1. Sustituyen-

do Los vectores #uu, Puos Topr Mu ¥ 1y de acuerdo con las
formulas de derivacion, obtencmos

L { (ri!}n + l-:ltl fu‘!’ 1 ::1 ia"" ({Ea)u i 1"izl1f| ""r'\z':.rs.n -
L LN —M2
—E gy} ret{re n).

Do este modo, la relaciéon By = 0 tiene la forma
LN— M2 1 o o .
"E’:‘;Tﬁ”g‘{{[‘fdu’i"lgll 122"!— L _I‘f;.l f!}‘

Do ‘estd relacién se oblienen importantes corolarios:
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i. Lavcurvature gaussiana de la superficie se expresa
s6lo.en términos de los coeficientes de la primera forma cua-
drdtica y de sus derivadas (teorema de Gauss),

2. Puesto que las superfwms Jsometncas, ndecuada—
mente parametrizadas, tienen iguales las primeras formas
cuadraticas, resulta que en los puntos correspondientes de
las superficies isométricas son iguales las curvaturas gaussia-
nas.

3. Puesto que las superficics desarrollables son local-
mente isométricas al plano, la curvatura gaussiana de las
superficies desarrollables es igual a cero.

Resulta que entre las nueve relaciones 4, = 0, . . .,
€3 = 0 hay sdlo tres distintas. Una de ollas, la que
hemos encontrado, fue obtenida por Gauss. Las otras dos
fueron obtenidas primero por Petersén y més tarde por
Mainardi y Codazzi.

Estas tres relaciones se pueden escribir en la forma
siguiente:

LN — M2 g,

i 1

- — —age—rg | P Fo|—
G, G,

. Ey=—Fy e Fo—Gy
2V EGCTTR {( VEC—FE )f ( VEG—12 )“}
(formula de Gauss);
(EG—2FF + GE) (Ly— M,)—

E E, L
—(EN—2FM+CGL) (E,—F)+|F F, M| =0,
G 6 N
(EG— 2FF +GE) (M, —N,)—
E E, L
—(EN—2FM +GL)Fy~G)+|F F, M|=0
¢ G N

(formulas de Petersén-~Codazzi).
12
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§ 3. Existencia y unicidad de Ja superficie
con la primera y la segunda formas cuadriticas dadas

Tiene lngar el Leovema signienle.
Teorema de Bonnel. Sean
Fdut 4 2Fdude 4+ Gdo?,
Lidu® 4 2Mdude 4 Nde?
dos formas cuadriticas cualesquiera siendo definida posi-
tive le primera. Supongamos que los coeficientes de estas
Jormas satisfacen las condiciones de Gauss-Petersin-Codazzi.
Entonces, existe y es inica, salvo su posicidn en el espacio,
la superficie para la cualestas formas son su primeray segun-
da, respectivamente, formas cuadrdticas.
Demuosiracion. Consideremos el siguienie sistema de
ecuaciones diferenciales respecto a las funciones vectoria-

les§, n v & .
B =I5+ + LE,
g, = TLE+-Tim+ ME.
M =T36 + Tim -+ ME,

gu s G’l!%“" &y 1),

£y = Oay& - Coal),
donde !os coelicientes l”},— ¥ @,y se expresan de un maodo
determinado a lravés de los coelicientes de las formas
cuadraticas dadas.

Como se sabe de la teoria de ecnaciones diferenciales,
cste sistema liene solucién dnica para los valoves inicia-
les dados (los valores de &, m ¥ § en un punto (i, ¥)) si
so cumplen las condiciones de integrabilidad, o sea, si
las igualdades

(N3& -+ i+ LE)p— (ThE + Ihn4ME), =0.
{I‘llzi'*‘ 11:":1] +M;)., — (Fézg + I‘:‘a"l'" N%)n == O,
(0B 2iat)p = (CtarB -+ TooM)pu = 0

se cumplen idénticamente en virtud de las ecuaciones del
sistema. De este modo, las condiciones de integrabilidad
se reducen a las condicones de Gauss-Peterson —Codazzi.
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Como Jas condiciones de Gauss —Peatersén —Codazzi,
se cumplen para las formas cuadriticas dadas, resnlta que
para el sistema considerado de ecuaciones difcrenciales
se cumplen las condiciones de integrabilidad.

Sean E,, 1y, v &, tres vocfores quo satisfacen las con-
diciones

g‘:= E [uo' Uo]. ga"]n =F(uo. b’g) '!'|’h =G (Hn, U!,],

Elo 0. mplo=0, E=1.

Sean &, v § Ia solucidn de nuestro sistema que satis-
face las condiciones iniciales § (iq, v,) = &y, 0 (24, v} =
=N ¥ & (y. vy) = &y

Punesto gue &, = v,, existe una funcidn voctorial
7 (1, v} parala cual », =& y #, = 1. Moslremos que en
un entorno dol punto (u,, v,) la superficie definida por la
ecuacidn vectorial » = o (1, ¥) tiene como primera lorma
cuadritica

Edu® + 2Fdudy + Gdv?
v como segunda forma coadritica
Ldu* + 2Mdude + Ndv®,
Expresemos las derivadas de las seis magnitudes E?,
2, €% En, mE v £§ respecto a u y v mediante estas mismas

magnitudes empleando las ecuaciones de nuestro sistema.
Obtendremos asi doee igualdades

{Ez_)u = 'Q‘I (%21 q?" wis ‘}"
@)= Ra(&h . ..., ”

(E8)s — Rin (B2 %, -0,

donde R,. R,, ..., K SOI'I unas expresiones lineales
1t 12, I

v homogéneas respecto a &%, 0¥, &
Podemos considerar fas doce 1gualdaulw {») comao un

sistema de ecuaciones diferenciales para 8% w®, ..., .
Este sistema se satisface si en lugar de &2, T|2. o vy B B0
toma E, G, ..., 0, respectivamente, como puede compro-

barse directamenle. Ambas solueiones tienen los mismos
valores iniciales (los valores en el punto (u,. ). En vir-
tud de la unicidad de la solucién, de ello se deduce que
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Y¥=FE nw=G Wm=F 8=0 =0 =1
Puesto que #, = & v 7, = 1, se tiene

ri=8=E rmm=itn=F y ri=7"=06

Es decir, 1a superficie que hemos construido tiene co-
mo primera forma cuadritica

Edy? -+ 2Fdudv -+ Gdv®,

Adémas, puesto que §f =nf =0y £* = 1, resulta
que £ es ¢l vector unitario de la normal a la superficie
construida y, por consiguiente, Jos coeficientes de la se-
gunda forma cuadrética de la superficie 7 = »(u, v) son
iguales a

B8, Bl ¥ Mol

Teniendo en cuenta Ias expresiones de las derivadas
E.. E. ¥ M., en términos de &, n v §, asi como las relaciones
LE=0,m% =0y [* =1, encontramos

%Pr.; =L, §,§ = My'qu; = N.
Es decir, la superficie construida tiene
Ldu?® + 2Mdudy 4+ Ndv®

como segunda forma cuadritica,

Hemos demostrado que existe una superficie con la
primera y la segunda formas cuadriticas dadas,

Desmostremos ahora que esta superficie eginica salvo
su posicidn en el espacio.

Sean @, y @, dos superficies cuyas primera y segunda
formas cuadriticas coinciden. Sobrvepongamos las super-
ficies @, y @, de modo que coincidan dos puntos respecti-
vo8 de Jas mismas (o sea, los puntos correspondientes a va-
lores iguales de los pardmetros, digamos, (uy, o)) ¥ las
respectivas direcciones y normales en ‘estos puntos. Tal
superposicién es factible debide a la coincidencia dé las
primeras formas cuadriticas. Sean r=1,(u, v) y r=
= 7, (u, v) las ecuaciones de las superficies realizada esta
supérpogicién.
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El sistema de ecuaciones diferenciales para E. vy L
se cumple obviamente si tomamos

g'_'"riur N=%"w%, ¥ ;Zﬂfl
o

E=ry, M=2ryn vy L=n.
Pero como ambas soluciones coinciden en el punto (i, v,),
han de coincidir idénticamente. O sea,
Poo (U, V) =20, (U, V) ¥ 204, (2, U) =2y (i2, V)
o

dyy (u, v) = dr, (u, V)
de donde

vy {u, v) =7, (u, v+ e
Puesto que #,=+, para u =u, y v = p,, resulta que
= 0 y, por consiguiente, 7, (u, &) = », (u. V).
Es decir, las superficies @, v M, son iguales a menos
de nn movimiento y una reflexién especular.
Hemos demostrado completamente el teorema.

PROBLEMAS ¥ TEOREMAS PARA EI CAPITUIO VIl
1. Demostrar que si el elemento lineal de la superficie es
ds? = X (du? 4 di1),
entances la curvatura gaussiana de la superficie os

i
Kv—-——ﬁ.ﬁ]nln

donde A os el operador de Laplace:

2. Probar que la superficie de elemento lineal
dut vt
dedm —
(ud+-p2-4p)2 -
tiepe curvatura gaussiana constante.

3. Demastrar que si el elemento lineal de la superficie es de 1a
forma

d® = du® - 2 co8 © du dv -+ dv?,
entonces Ja curvatura goussiann de la superficie es

K= L Wup
Ben w °

www.FreeLibros.me



184 ECUACLONES DE LA TEORTA DE SUPERFICLES [Cap VIIf

4. Demoslear que toda red de Chébyshev en el plano se deter-
mina per la ecuacion veetorial

= @ (u) + P (v).
La red queda formada por las curvas o = const y v = consl.
5. Mallar los simbolos de Christoffel I}; para el caso en quo
el elomento lineal de la superficio oa de la forma
ds? = M (du? + d?).

6. Probar que siendo asintdtica la red de coordenadas sobre la
superficie, tienen lugar lns igualdades:

A (BG—F) (10| K | )u—PEy-t G, =0,
A (BG— ) (In | K| )y— PGy -+ GE» =0,

donde K cs la curvatura gaussiana de la superficie.

7. Dumostrar gque las lineas asintéticas sobre wna superficic
de curvatura gaussiana negativa constante forman una red de Ché-
hyshev. Y que, reciprocamonte, 81 la rod usintética sobre la super-
ficie es una red de Chébyshev, entonces la carvatura ganssiana de
Ta superficie ¢s constante,

8 Mostrar que si la red de coordenadas sobre la superficic
estf formada por lineas de curvatura, ontonces las [drmulas de
Peterson —Codazel toman la forma

Lt‘ i J!Fm
Ny = HGy,
donde #7 ¢s la curvatura media de la superficie. .

9. Demostrar que tomando sobre una superficic de drea minima
como lineas coordenadas las lineas de curvatura y escogiendo ade-
cuadamente los pardmelios u y », la primera y la segunda formas
cuadrilicas quedan asi:

T = h(du? L di?),
Il = du® — dv®

10. Supongamos que sobre una superficie e drea minima se
han escogido las coordenadas u y v, igual que on el problema '
Deémostrar sucesivamente las proposiciones siguientes:

1) si r {u, v} ¢s ol vector del punto de la superficie, entonces

Ar =10,
donde A es ol operador do Laplace; es decir, las coordenadas = (u, v},
v (u, v) ¥z {u ) del voetor » (u, v) son funciones arménicas;

2) 8i f {(w), fa _(:p}l ¥ fa (@) (donde w = n 4 ir} sen funciones

analiticas de parte real « (u, v), y (u. ©) ¥ 5 ", &), reapectivamente,

entonces
R 41 =0
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11. Sienda lh (), fa (w} ¥ fs (w) tres funciones analiticas
cualesquiora de la varlal:lu w= -} iv quo cumplen la condicién
2 fai fR =0
y sieudo @y (u, #), @y {u, 0} ¥ g (u, v} las paries reales de estas
funeiones, demostrar que es de droa minima la superficic deter-
minada por las ccuaciones
z=q (i, v} ¥ = @y (1, v), 2= @z (u, v\

12. Demostrar que cualquier superficio de drea minifa puedo
ser definida mediante las ecuaciones

r — Re I (2 (1) + §2 ()} dw,
¥y = Ret S {g® (w) — ¢ (w)) dw,
z = Re j 2iq (w} P () dw,

donde @ y 1 son funciones analiticas de w = u |- iv v Re significa
la parte real.

CAPITULO IX
GEOMETRIA INTERIOR DE SUPERFICIES

Por geometria interior de la superficie so comprende
el capitulo de Ia geometria que se ocupa de aquellas pro-
piedades de superficies y figuras sobre las mismas que de-
penden solamente de las longitudes de las curvas sobre
la superficie.

Tratandose de superficies regulares, podemos decir que
la geometria intecior de éstas esludia las propiedades de
superficies y figuras sobre 1as mismas determinadas por la
primera forma enadrélica.

Laos objetos que estudia Ia geomelria interior son las
longitudes de curvas sobre la superficie, los angulos en-
tre curvas, las dreas de regiones, la curvalura gaussiana
de Ia superficie, ete,

En este capitulo estudiaremos nuevos concepios relacio-
nados exclugsivamente con la primera forma cuadratica de
la superficie y, por ende, pertenecicntes a la geometria
interior de la suporiicie.

www.FreeLibros.me



186 ECUACIONES DE LA TEORIA DE SUPERFICIES [Cap. VIII

§ 1. Curvatura geodésica de una curva
sobre una superficie

Sean @ una superficie regular y 9 una curva sobre la
misma. Tracemos por un punto arbitrario P de la curva Y
ol plano tangente & a la superficie y proyectemos sobre
este plano un paquefio entorno del punto P de la curva e

Obtendremos ast una curva  en el plano . Su curvatura
en el punto P se denomina curvatura geodésica de la cur-
va y en el punto P. La curvatura geodésica en ¢l punto P
se considera positiva o negativa segiin que la tangente a la

curva v, al pasar por el punto P, gire alrededor de la nor-
mal a la superficie formando tornillo usual o inverso. Ha-
llemos la exproesion para la curvatura geodésica de la curva.

Tracemos por la curva y una superficie cilindrica de
generatrices perpendiculares al plano « (fig. 41). Segiin
el toorema de Meusnier, la curvatura k& de la curva y
en el punto P y la curvatura % de la curva y en el mismo
punto estan ligadas por la relacién

ke cost = u,
donde & os el dngulo formado por las normales principales
g estas curvas.

Sea » = (s) la parametrizacién intrinseca de la cur-
va y, sean T y v los vectores unitarios de la tangente y de
la normal principal a la curva y y sea » el vector unitario
de la normal a la superficie. Entonces, »" = kvy 1 X n
tiene la direceién de la normal a la curva yen el punto P;
por consiguiente, salvo el signo,

%=Jecosd=(2", ¥, m).
Pasemos al caso de una parametrizacién arbitraria de la
curva . Tenemos
1
(K

~ - 1 i 1 %
Y= P ——T17¢ ( ) .

i T ~
|7¢ [* [7el /s

= ="
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Fig. 41

Introdumendo en la férmula para x las expresiones halla-
das para P y ‘rs,, obtenemos

1
= l—a_—-hl-s{fr », n),

donde la derivacién corresponde al parimetro .
Sea 9+ = ¢ {u, v) alguna parametrizacin regular de [a
superficie en un entorno del punto P y sean u = u (),

=1 (#) las ecuaciones de la curva y eu un entorno de este
punto. Entonces, se tiene
r(ty=»(u), v@)
P =p 0,
= rlil‘)”"'a + :'-!'J"n(n]'-‘."v‘I + ’.l'm,l')'z + ruu" =
- (u"‘!'“A) Pu +{v" ] B) 7yt Cn,
donde
A=Tiu"?4 2T 'y 4T,
B = Thu's -+ 2Tu'v' 4 T’ 3'
C=TLu?3-2Mu'y’ + Nv'2

Introduciendo las expregiones de ' y #” en la formu-
la para %, despnés de unos cileulos sencillos encontramos

. VvV EG—F?

(u't’' — v'u’ 4 Av' — Bu').
(Eu'24-2Pu'y’ -G 2
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Puesto que las magnitndes 17, dependen sélo de los
coelicientes de la primera forma cuadriticn de la superfi-
cie, resulta que la eurvatura geodésica de una curva sobre
la superficie se determina exclusivamente por la métrica de
la superficie y, por consiguiente, no varia por efecto de do-
blamiento de la superficie.

Hallemos la férmula para la enrvatura geodésica de
una curva en el caso en que la primera forma cnadritica es

I =du? 4 Gd®,

Tin este caso, como hemos visto en el § 1 del capitulo
VIIl, se tienc

T 0, i T,
: 1 &y,
I, 0, =5 &,
{ .~ 1
Th=— '2_('11' P:z Ty g
de donde
— 1 - 2 L Gy v 1 ﬂ 2
A .—26’,,1; ¥ B_'f}'_”v_"TG v'e,
Por counsignicnie,
G
Ho Ve (u-"v' — v — 37 G ' —
{u""--}—fr'r-’z}-z-
1 G, S G, re.r
R g ")-

§ 2. Lineas geodésicas sobre una superficie

Una curva sobre wina superficie se denomina linea geo-
désica si su curvatura geoddsica es igual a cero en lodo
punto.

Teorema. Para que la curva y sea una linea geodésica es
necesario y suficiente que su normal principal coincida
con la normal a la superficie en todo punto en que su curva-
tura sea distinta de cero. _

Demosiracién. Segiin hemos demostrado en el parigrafo
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anterior, la curvatura geoddsica es

P (", v, n),
|2 38

donde 1 es el veclor del punto de Ja curva y la diferencia-

ci6n se realiza respecto al arco. Puesto que 1’ = j¥, resulta

que » = Osi, y sélo &i, v || n cuando &= 0.

Hemos demostrado el teorema.

Corolario. Si dos superficies son tangenies a lo largo de
una curva que es linea geodesica de unu de ellas, también serd
linea gendesica de la otra

Para oblener la ccuacién diferencial de Ias lineas geo-
désicas basta igualar a cero la enrvatura geoddsica. lis de-
cir, la ecuncion diferencial de las lineas geodésicas es

ue' —v'u 4 Av' — Bu' = 0.

La indeterminacioén gue encierra esta ceuacidn (hay una
ecuacion y dos funciones incognitas w () y v (§) se debe
a que pueden tomarse distintas parametrizaciones para
la curva.

Teorema. En una superficie regular, por todo punio y en
cualguier direccion puede irazarse una linea pgeodésica
linica.

Demuostracion. sea £ (ug, vy) on punto arbitrario de la
superficic y sea (4, : v)) una direccién arbitraria en csle
punlo.

Consideremos el sistema de ecuaciones dilerenciales

wW4A=0y "+ B=0.
Sea u = u () y v = v (f) la solucién de este sislema
gne satisface las condiciones iniciales
w () =ug, v (L) =1y, v (lg) =, ¥ v () =vi.
Entonees la eurva de la superficie definida por las ecua-
ciones
w=nun(t), v=uv/(L)
es una linea geoddsica ya que
W'y —v'u - Av' — Bu' =0,
Esta linea geodésica pasa por el punto (i, v,) v tiene
en el punto (u,, v,) la direccion (u, : v;). Demostremos
que es nica.

www.FreeLibros.me



{90 GEOMETRIA INTERIOR DIE SUPERFICIES [Cap. Ix

Supongamos que por el punlo {uy, vy) sobre la superfi-
cie pasan dos lineas geodésicas y; y 7, que tienen en este
punte la misma direccién (u; : v;}. Supongamos, para
concretar, que u, 5= 0. Entonces, en un entorno del punto
(ug, &) estas curvas pueden ser definidas por las ecuaciones
respectivas

v=uv (u} ¥y v =1p,{u.

La condici6n de igualdad a cero de las curvaturas geo-
désicas de lag curvas y, ¥ y, da

— v, Avi—B =0,
— U] Av— B =0.

Es decir, las funciones v, (&) y v, (1) satisfacen una
misma ecuacion diferencial con idénticas condiciones
iniciales

vy

vy (Ug) =vo, ¥ (o) =,

vy (la'-g)=i1¢|, L‘; (tg) = %‘;.

De ello se deduce que v, (u) = v, (u), o sea, las cur-
vas y, ¥ Y. coinciden en un entorno del punto (u,, vg)
v, por consiguiente, coinciden en general.

Hemos demostrado el teorema.l

Ejemplo. Las lineas geodésicas sobre la esfera son las
circunferencias mdzximas, y sélo ellas. Efectivamente, en
virtud del primer teorema, cualquier circunferencia méxi-
ma es una Iinea geodésica. Por todo punto yen cualquier
direccion se puede trazar una circunferencia méxima y,
por consiguiente, de acuerdo con el segundo teorema no hay
otras lineas geodésicas que las circunferencias méaximas.

§ 3. Parametrizaci6n semigeodésica de una superficie

Una parametrizacién de la superficie se denomina se-
migeodésica si es ortogonal y una familia de las lineas
coordenadas estd formada por lineas geodésicas.

JTeorema. Sean y una curva sobre la superficie y P un
punto de la misma. Entonces, en un entorno del punto P
puede introducirse una paramelrizacién semigeodésica de
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Fig. 42

modo que una familia de lineas coordenadas esté formada por
lineas geodésicas perpendiculares a v, y la olra, por trayec-
torias ortogonales de éstas.

Demostracién. Sea (u, v) alguna parametrizacién de la
superficie, En un entorno del punto P la curva y puede
representarse por la ecuacién v = f (¢} o por la ecuacién
u = f (v). Supongamos, para toncretar, que y viene dada
por la ecuacién v = f {u).

Consideremos en un entorno del punto P la familia
de curvas definidas por la ecuacidén

v — f (u) = const.

Segin ¢l teorema del § 2 del capitulo VI la superficie
admite una parametrizacién ortogonal tal que una familia
de lineas coordenadas consta de las curvas v —f (u) =
= consl.

De ello se deduce que, sin perder generalidad, podemos
considerar la curva y como linea coordenada u = u,
(xq ¥ vy son las coordenadas del punto P).

Tracemos por un punto arbitrario (u,, ¢) de la curva la
geodésica y, perpendicular a y (fig. 42). Siendo ¢ préximo
a vy, esta geodésica puede Sser dada por una ecuacién

v=uv(u, t),

donde v (u, ¢) es una funcidén que respecto a u satisface la
ecuacién de las lineas geodésicas

—" + Av' — B =0,
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Del teorema sobre la dilerenciabilidad de lassoluciones
de ecuaciones diferenciales respecto a las condiciones ini-
ciales se deduce que la funcién v (x, f) es regular en Z.

Puesto gue v (ig, f) = ¢, para | w — iy | pequenc se
liene

o, £y
at =1,

Esto permito resolver respecto a £ la ecuacion v=vw (u, #)
er. un entorno de 2. Tendremos

t= o (u, v)
Derivando respeclo a v la igualdad v — v (u, t}, obienemos
1= (u, 1)1,

py 7= 0.

Las ecuaciones ¢ (u, v) = ¢t = const delerminan las
geodésicas y. Puesto que ¢3¢} 5= 0, existe por el teore-
ma del § 2 del capitulo VI una paramelrizacién ortogonal
de Ja superficic en un entorno del punto P lal gque una
familia de lineas coordenudas consta de las curvas ¢(u, v)=
= const, o sea, de las lineas geodésicas y,.

Hemos demostrado el teorema.

Veamos cudl es la primera forma cuadritica de la su-
perficio si la parametrizacién es semigeodésica.

Como la parametrizacién es orlogonal, se tiene & = 0
y, por consiguicenfe,

I = E du* + G dv*.
Una familia de lineas coordenadas, por ejemplo, la

familia v = const, se compone de lineas geodésicas.Introdu-
ciendo v = const en la ecuacién de las lineas geodésicas

uv' — v 4 A’ — Bu' =0,

de donde

obtenemos
. B =0,
de donde
al 1 E
Bhw—x3 =0

o sea, X no depende de v.
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Por ser E independiente de v se hace posible simpli-
ficar la primera forma cuadritica introduciendo en lugar

de u un pardmetro nuevo u ligado a u por la relacién
du=V E ) du.
La primera forma cuadrética queda entonces asi
I=du+Gdv
Para revelar el significado geométrico del pardmetro u,
basta sefialar que la longitud del segmento de cualquier
linea geodésica v = const comprendida entre las lineas
u=¢ yu=c¢c;nodepende de v y es igual a | ¢; — ¢ |.
Introduciendo un nuevo parimetire v ligado a v por la
relacién @ = V G (v, uo) dv, puede lograrso que la pri-
mera forma cuadritica de la superficie quede asi

I=di+G (z, ) d®,
con la particularidad de que ¢ = 1 a lo largo de la linea
U= u, _
Si la linea u = u, también es geodésica, de la ecua-

cién de las lineas geodésicas se deduce que G, = 0 a lo
largo de esta linea.

§ 4. Lfneas de longitlud minima sobre una superficie

Una curva y que pertenece a la superficie y une los
puntos P y Q se denomina linea de longiiud minima si
ninguna otra linea que pertenece a la superficie y une los
puntos P y ¢ tiene longitud menor que la curva 7.

Teorema. Todo segmento suficieniemente pequefio de una
linea geodésica es linea de longilud minima. Mds exacta-
mente, si v es ung linea geodésica, P es un punto de la misma
y B y § son puntos de la linea geodésica suficientemente
prézimos a P, entonces el segmento RS de la linea geodésica
es linea de longitud minima.

Demostracién, Tracemos por el punto P la linea geodé-
sica y perpendicular a y v consideremos la red de coor-
denadas semigeodésica tomando como familia de lineas u
las lineas geodésicas perpendicularesa y. Escojamos los

13--0200

www.FreeLibros.me



194 CGEOMETRIA INTERIOR DE SUPLRFICIES [Cap. x

Wig. 43

pardmelrosu y v de modo gne al punto P le correspondan
los valores & = v = 00 y que el elemento lineal de la
superficie sca
I =du® + G di®,
Supongamos que el segmento RS de la linea geodésica y
no es linea de longitud minima y que—{) 28 una curva quo

‘pertenece a la superficie, une los puntos R y S y tiene
longitud menor que el segmento RS de la linea geodési-

ca v.

Ei los puntos R y S son suficientemente préximos
a P, 1a curva y debe encontrarse dentro del entorno Up
del punto P en el cual se ha definido la parametrizacién
semigecdésica u y v. Demostremos esto.

" Supongamos que la distancia del punto P a la frontera
del entorno U, es mayor que e > 0. Tomemnos los puntos
Ry § a una distancia de P menor que 3 (ladistancia se
toma a lo largo de la curva y). Sean R, y §, el primero
y el {iltimo punto de interseccién de y con la frontera de
Up (fig. 43).
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Tenemos

PR+ KR, >cey BS + 58, > e,
de donde

PR + P3 + RR, + 858, > 2.
Pero

RR, + 88, < PR+ B3 < ¢
y llegamos a una contradiceion. De modo que la curva y
se encuentra dentro del entorno U'p.

Sean
u=ul(l), v=v()

las ecuacionos de la curva y, Su longitud es

® ®
s{“§)=5 y'—’u'z+cvid:>S |u' | dt | us — Ul
(R) (/)

Pero | ug — ug | es la longitud del segmento RS de la
linea geodésica y. Llegamos a una contradiccin.

Hemos demostrado el teorema.

Ahora, una vez establecido que los trozos suficiente-
mente pequefios de las lineas geodésicas representan lineas
de longitud minima, podemos obtener la ecuacién de las
lineas geodésicas como scuacién de Euler para la funcional

1=V Eut§ 2Fu'v" G’ dt,

o sea, s .
Oy =5 Ou=0, O—7 D=0,
donde

@ =V Bu*F2Fuv + G,

§ 5. Teorema de Gauss — Bonnet

En la superficie regular @, sea G una regién homeomor-
fa al circulo y limitada por una curva y regular a trozos.
Determinemos la direccién sobre la curva y de modo que
la regién G quede a la derecha cuando la curva se recorre
en Ja direccion escogida sobre la cara de la superficie que
corresponde a la normal n,

13*
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Fig. 44

Designemos por » la curvatura geodésica de la curva y
en un punle arbitrario y por @,, &,, . .., &, los dngulos
que forman los lados y;, Y3 - + -, Yo do la curva y en la
region G (fig. 44). Tiene lugar el siguiente teorema.

Teorema de Gauss—Bonnet.

i j wds+ 3 (n—ax) = Qn—jjxdo,

LY &

donde K es la curvatura gaussiana de la superficie y la inte-
gracién en el segundo miembro de la igualdad corresponde al
drea de la regién G.

En particular, si v es una curve regular, se tien

E udx=2rc—-jSIKde.;.

G

. Demostracitn. Para simplificar la exposicién, suponga-
mos que la curva y es regular y que en toda la regién G
puede introducirse una parametrizacién semigeodésica de
la superficie. .

Teniendo en cuenta la formula para la curvatura geodé-
sica en coordenadas semigeodésicas obtenida en el § 1,
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tenemos
a I I
8 = sy (0" — v’ — G’
G , G " ;
—-12--—-»; u'v z-—b-r“ (W) dt=

= —dAretg Y8 v (V). a.

Puesto que la funcién Arctg w es multiforme y sus va-
lores correspondientes a un mismo valor del argumento w
difieren en un mualtiplo de 7, se tiene

V-
[ —aaretg YO o ken,

u'
¥

donde %k es un namero entero.
Ahora, segu la féormula de Green— Ostrogradski,

[ —(VE)do={ | (VBuduao=

= U _,._-_‘V;f?é"" VG dudo = {GS ~Kdo.

Es decir, ‘
s #ds — kw4 ss — K do.

"

v Le)

Resta encontrar cuinto vale el nimero entero k.
Tenemos

frt = S —d Arelg V:f,;ﬂ
¥
Si fuese @ = 1, la magnitud st representaria el dngulo
de giro de la tangente a ]a curva v en el plano uv corres-
pondiento a la curva y de la superficie, al recorrerse esta
curva. Como se sabe, ests dngulo es igual a 2n.
Puesto que el valor de la intogral

S —d Arctg X2 (3 (4, v) > 0)

v
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depende continuamente de & (u, v) y es igual a 2x cuando
h{u, vy =1, serd igual a 2m para cnalquier funcion
A (u, v) >0 y, en particular, para A (r. v) = VG,

Hemos demostrado completamente el teorema.

Toda regién de una superficie limitada por tres lineas
geodésicas y homcomorfa al eirculo se denomina tridngulo
geodésico.

Aplicado a un tridogulo geoddsico, el teoroma de
Gauss—Bonnet da

atp+y=a+{{ xas,

A

de donde se deduce que la suma de los dngulos de un tridn-
gulo geodésico es mayor que n para loda superficie de curva-
tura positiva, es menor que m para superficies de curvatura
negative y es igual a n para superficies de curvatura nula.

§ 6. Superficies de curvatura gaussiana constante

Sea @ una superficio de curvatura ganssiana constante
K y sea P un punto arbitrario de esta superficie. Tomemos
sobre la superficie @ en un entorno del punto P una para-
metrizacién semigeodésica partiendo de cualgquier linea
goodésica que pase por el punto P. La primera forma cua-
dritica de )a superficie serd

T =du*4 G d?

pudiéndoso aceptar que G (0. ) =1 y &, (0, v) = 0.

Puesto que la curvatura gaussiana de la superficie es
constaate e igual a X, el coeficiente ¢ debe satisfacer la
ecuacién diferencial

(V_G.)llu + K ]"ra =0. (*)
(En el caso de la parametrizacién semigeodésica de la su-

perficie la curvatura gaussiana es K= —(1” Bl (V)
Distinguiremos tres casos:

1. k>0
K< 0,
L K=0

2 b
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En el primer caso la forma general de la expresion V' G
que satisface la ecuacién (*) es

V& = A ) cosV Ku + B(v) senV Ku.

Puesto que G (0,2) =1y G, (0,v) = 0,setiene 4 (v) =1
v B () = 0. Es decir, en el caso de X > 0 existe una.pa-~
rametrizacion de la supecficie para la cual la primera for-
ma cuadréitica es

I = du? + cos*V K u dv*.

Anflogamente, en el segundo caso la primera forma
cuadritica es

T = du® 3 ch? V —K u dv’.
Finalmente, en el tercer caso
I = du® 4 dv*.

Teorema, Todas las superficies de curvatura gaussiana
constante e igual a K son localmente isométricas. Es mds,
si @y y @, son superficies de curvatura gaussiana constanie
K, P, y P, puntos arbitrarios de estas superficiesy b y ly unas
direcciones arbitrarias en estos punitos, enfonces existe una
aplicacidn isométrica de un entorno del punto P, de la super-
ficie @, sobre un entorne del punto Py de la superficie @,
que pone en correspondencia a la direccidn I, sobre la super-
ficie @, en el punto P, la direccién l, sobre la superficie @,
en el punte P,

Para demostrar este teorema basta tomar en los entor-
nos de los puntos P, y P, sobre las superficies @, y @,
unas parametrizaciones semigeodésicas partiondo de las
direcciones geodésicas l, y I,. Entonces, las primoras for-
mas cuadriticas de las superficies coincidirdn y la aplica-
cién isométrica requerida se obtendrd poniendo en corres-
pondencia los puntos de coordenadas iguales.

PROBLEMAS ¥ TEOREMAS PARA EL CAPITULO IX

1. Mostrar que la linea geodésica rs una recta i ce a la vez
una linea asintética.

Mostrar que la linea geodésicn es plana si es a la vez una linea
de cnrvatura.
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2. Sean 1; una linea geodésica y P un punto de 1a misma. De-
modatrar que si un punto 5 de la linea geodésica es suficientemento
Frﬂximo a P, entonces el segmento P@ de la linea geodésica serd
inea de longitud minima entre todas las curvas rectificables (y no
tan s6lo suaves a trozos) que portenccen a la superficie y pasan por
los puntos P v Q.

Damostrar quo ¢l sogmento PQ de la linea geodésica y es la
tdnica linea de longitud minima que pertenece a la superficie y une
los puntos P y @ siempre que el punto @ sea suficientemente pré-
ximo a P.

3. Demostrar que para todo punto P de una superficie regular
existe un entorno en el cual se puede introducir una parametriza-
cién semigeodésica partiendo de cualquier linea geodésica que pase
por el punto P.

4. Basindose en los dos teorcmas anteriores demostrar que
toda linea de longitud minima sobre una superficie regular es una
linea geodésica.

5. Demostrar que cualquicra que sea el entorno © de un punto
P de una suporficie regular siempre puede indicarse en é1 un entor-
no @ tal que dos %uutos cualesquicra del entorno  se puedan unir
por una linea de Iongitud minima que pertenezca a Q.

6. Demostrar que dos puntos cualesquiera de umna superficie
completa se pueden unir por una linea de longitud minima.

7. Probar gue la ecuacién de las lineas goodésicas en el caso
de la parametrizacién semigeodbsica (ds® = du® ~- G dv®) puede
ser representada en la forma

da_ _2VG
dv du  *

donde @ es el angulo que Ja linea geodésica forma con las lineas
v = consl.

8, Demostrar que si sobre una superficio se tiene una eurva y
definida por las ecuacicnes ¥ = w (&), v == v () que experimenta
una deformacién translorméndosa en ¢l momento ¢ en la curva u =
= uf{a) -+ Af(e) 2, v= v (2} p{x) ¢, ontonces la variacion de
la longitud de arce de la curva 4 determinada por esta deformacidn
es

D ap v ,, o0 ,
Age=t 5 ('E;"‘--I“g;;}'*-f-ﬁ;r Nt b ) da-+ 0 (%),
!
donde: ® =1 Ep'® & 2Fu'v + Gv'? y O ({)® representa le parte
de As de orden #* como minimo.
Aplicando la integracion por partes y suponiendo que los extre-
mos de la curva vy pormanecen inméviles durante la deformacién,
demostrar que

somt { (G-t (57)) P amt

[ (B () osaro

¥
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9. Pertiendo de gue los trozos suficientemdnte paguefios dé
lineas goodésicas son linieas de Jongitud minima, probar que Ias
?cuaciones de las lineas geodésicas pueden ser representadas en la
orma

B (12)m0r 2 (12)

donde @ ==1/Eu"® | 2Fuw’v’ - Gv'l. En particular, sf
o=V 1+6vT,
la ecuacién de las lineas geodésicas serd
1

5 Gap'd a

#.___.___( 8 )—n
Viterz @ \yVitars!

10. Probar que las lineas geodésicas sobre una superficle de
revolucién pueden hallarse en cuadraturas.
11. Probar que la ecuacion de las lineas geodésicas para su-
rficies de elemente lineal ds? = (U (u) -+ V (v))-(dud < dv?)
Fﬂtas superficics se denominan superfictes de Liouville) se reduce a la
orma
7 dv?—V du?
( “gmra) =

De cllo se deduce que las linoas geodésicas de estas supsrficies
pueden hallarse en cuadraturas; a saber,

j _V_if_u?.;::" Ivd?%+"'

12. Demostrar que las superficies de segundo grado son super-
ficies de Liouville. La red de coordenadas respecto a la cual el ele-
mento lineal tiene la forma ds® = (U7 4 V) (du? 4~ dv?®) constn de
lineas de curvatura (véase el problema 14 del capitula VI1).

13. Probar que en un entorno de cualquier punto P de una
superficie regular puede introducirse una parametrizacién semigeo-
désica (u, v} con las propiedades signiontes: las lineas © son las
lineas geodésicas que pasan por ¢l punto P y las lineas v son las
circunferencias geodésicas con centro en P. Si los parimetros se
escogen de modo que u sea la distancia geodésica hasta P y v sea
el d4ngulo que forma la linea geodésica con una direccién fija on el
Punto P, entonces el elemento lineal de la superficio toma la

orma

ds® = du® -} G di®,
Siu—0, 88 tiene C— 0, (|/ Glu— 1 ¥ —v(—]{/—?%w K (P), donde

K (P) es la curvalura gaussiana en P.
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14. Sea I (r) lalongitud de la circunferencia geodésica que tiene

radio r y centro en el punto P. Demostrar que
tim 20 7 g epy,
r 0 3
donde K (P) os Ia curvaturs gaussiana en el punto P.
I 15. Probar que las lincas geodésicas de la superficie de alemento
nea
P dut 4 de? 4+ (u do—v du)?
- (c-tuzfo22

son g + Br+ vy = 0 (o, B ¥ 9 s0n unas constantes).
16. Probar que p = ¢, + ¢, {ey ¥ ¢, son constantes) satisface
la ecuacitn

Ton 2y, Pru
L M4 BPVL B Bk LAV AL S
T e T e

17. Probar mue si In scuncién de lineas geodésicas on coorde-
nadas semigeodésicas

2

tiene integral de tipo v = ¢, (u, ) + ¢4, donde ¢y ¥ ¢, 2on Unas
constantes arbitrarias, entonces € = U (u) ¥V (¥} y, por consj-
guionte, la curvatura gaussiana de la superficie es constante a lo
largn de las lineas o,

18. Una aplicacién de una superficie sobre oira se denomina
goodésica si por efecto de olla 1as lineas geoddsicas de una superficic
corresponden a las linens geodésicas de la otra. Del problema 15
se deduce gue Ias superficies do eurvatura gaussiana constante admi-
ten una aplicacién gaodésica sobre el plano.

Demostrar que aGlo las superficies de curvatura gaussiana
constante poseen esta propiedad (teorema de Beltramt).

10. Saan A v B dog puntos cercanos tomados en la linea gen-
désica v que pasa én una proximidad del punto O de la superficie.
Sor & el &dngulo del triAngulo goodésico AOB correspondiente al
vértice 0 y soa =« el fngulo respectivo del tridngulo plano de estos

mismos lados, Demostrar que ———

v'-’réﬂanr’s —-l% v"«i——s{,;“—v':()

- '§K.' donde ¢ es el drea

del tridngulo geodésico y K* difiere poco de la curvatura gaussiana
de 1a superficie en el punto @ siempre que el trifngulo sea suficien-
temnente :pequefio. i -

20. Sea A un tridngulo geodésico que comgrenda ol punto P
de la superficie. Sean ¥, ¥, ¥ ¥, los angulos de este tridngulo y
Ty, O ¥ 0y los dngulos del tridngulo plano correspondiente (véase
el problema anterior). Demostrar que los tres cocientes

Hy—oy Py —a? " Ty —og
o L o v [+
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tienden al limite comin % K (P) cuando el triangulo A tiende al

punto P (teorema de Gauss).
21. Las superficies F, y F, s denominan superficies de cenfros
de la superficie F 51 estin formadas por los extremos do los segmen-

tos de longitud g L {ky ¥ %, son las curvaturas principales de

F) construidos en las normales a la superfieie F. De ur medo natu-
ral se ostablece una correspondencia entre los puntos de las super-
ficies F), Fy y F; a saber, son: corraspondientes los puntos de las
superficies que se encuentran sobre una misma normal a la super-
ficie #. Demostrar que a las lineas de curvatura de la superficie #
les corresponden las lineas geodésicas de las superficies de centros,
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Strelkov S.
MECANICA

Tratase de la introduccién fundamental a la mecénica y prepara
al estudiante .para asimilar capitulos més complejos ¥ especiales
de la fisica tedrica y la mecdnica moderna, El malorial didictico
del curso se divide en cuatro paries; 1. Mecénica del movimiento
del punto material y ol cuerpo silido; 2. Mecénica de los cucrpos
deformables; 3. Oscilaciones, ondas y elementos de aclstica; 4.
Fundamentos de la teoria especial de la relatividad: Se prosta aten-
cion especial a los fendmenos de actualidad en los tltimos tiempos,
tales como la imponderabilidad, el movimiento de los satélites
artificiales y proyectiles-cohetes césmicos, ol movimiento de lus
cuerpos con velocidades supersénicas, etc. El libro esté destinado
para los estudiantes de las facultades de fisica de las universidades
¥ centros docentes superiores de pedagogia y también para log alum-
nos de los centros de ensofianza superior con orientacion a las cien-
cias fisicas. No obstante, la clara interpretacién fisica de las loyes
¥ fendmenos principales de la mecanica y la atencién especial que
brinda el autor a la descripcidn, explicacidn y andlisis cualitativo
de gran nimero de procesos y fendmenos mecdnicos hacen que la
obra sea asequible y til para aquellos que dessen conocer los fun-
damentos de la meednica ciom%ficn.
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Godunov S.
ECUACIONES DE FISICA MATEMATICA

Este libro escrito por Serguei Godunov, Doctor en Ciencias Fisi-
comatematicas, contiene el curso complete de conferencias. La
original seleccion del material se debe a que el autor durante muchos
afios estuvo dedicado al estudio de la aplicacion de las ecuaciones
diferenciales a la mecénica del modio continuo, Ha elaborade
diferantes métodos numéricos destinados a resolver estas ecuacio-
nes. El autor recopilé un material que ha llegado a ser cldsico para
los especialistas, aunque no so encuentra con frecuencia en los
Libros de texto ni en las monografins accesibles a un amplio circulo
da lectores. Bste texto presenta interfs tanto para los que estudian
el cursn do ecnaciones Re la fisica matemética, como para los gue
se especializan en la rama de la aplicacién do log métodos numéri-
¢os en la resolucién de eslas ecnaciones.
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Taréev B.
FISICA DE MATERIALES DIELECTRICOS

Boris Turéev, aulor de mis de 300 trabajos, ¢s uno de los especia-
listas méds destacados de la URSS en la rama de los materiales
dieléctricos, Doctor en Ciuncias téenicas, Profesor, Loureado con
el premio Distatal de la URSS, personalidad emérita de las cien-
cias y la téenica de RSFSK. En este libro so examiuan: los fend-
menvs fisicos que fienen lugar en los matsriales electroaislantes
¥ olros dieléctricos bajo la influencia del campo eléctrico (elec-
iroconductibilidad, polarizacién, pérdidus dieléctricas, perfora-
cion, etc.); g]rimetroa que determinan cuantitativamente las pro-
picdades eléctricas de los materiales dieléctricos; lu dependencin
de diches pardmetros de dilerentes factores (temperatura, hume-
dad, radiacién, valor y fr cia de la tension aplicada y tiempo
de permanencia bajo la tension, ete.); las propledades fisicus comu-
nes més importantes (térmicas, radiales, de humedad). El1 libro
puede servir como malerial didactico para los estudiantes de facul-
tades o institutos electrotécnicos, onergéticos y radiotéenicos, para
posgraduados v colaboradores cientificos, vsi como material de
informacion pora ingenicros y peritos lécnicos que sa dedican al
estudio, cdlculos, pruebas y explotacion de los dieléctricos y los
aislamientus eléctricos de diferentes méguinas y aparalos eléc-
tricos, aisladores, condensadores, cables, aparatos de radivelectro-
niea y sistemas automaticos, elc.

www.FreeLibros.me



